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dans ’appréciation des copies.

Exercice 1 (Questions de polynéme caractéristique)

1. Montrer que si A € GL,(IK) et B € M,(IK) alors AB et BA ont méme polynome
caratéristique.

2. Soit M € M, (C) tel qu’il existe p € IN* tel que MP = 0.
(a) Déterminer les valeurs propres de M. La matrice M est-elle diagonalisable ?
(b) Montrer que det(I + M) = 1.

Exercice 2 (Questions de valeur et vecteur propre)

1. Soit A € GL,(IK) une matrice inversible. Montrer que les valeurs propres de A~! sont les
inverses des valeurs propres de A.

2. Soient f,g deux endomorphismes d’'un IK—ev de dimension n. On suppose que [ et g
admettent n valeurs propres distinctes. Montrer :

fog=go f< fetgontles mémes vecteurs propres.

Exercice 3 (Théoréme de Cayley-Hamilton) Soient a,b,c € K et

0 —c b
M = c 0 —a
—b a 0

Calculer M™, n > 2 a l’aide du théoréme de Cayley-Hamilton.

Exercice 4 (Réduction des matrices) Soient b et d deux entiers tel que b > 4. On pose E,, =
R,,,[X] 'espace vectoriel des polynomes a 1 indéterminée et a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a m. On définit Papplication ¢ : E,, — E,, par ¢(P) = (d+bX)P(X)+ X(1—-X)P'(X).
1. Montrer que ¢ est linéaire.
2. Montrer qu’il existe un unique entier n tel que E, est stable par ¢.

3. On pose ¢y, : B, — E, la restriction de ¢ & E,. Soit M la matrice de ¢,, par rapport a la
base canonique de E,,.

(a) Déterminer le nombre de lignes [ et le nombre de colonnes ¢ de M.
(b) Déterminer la premiére colonne My de M et la deuxiéme colonne My de M.

(c) Déterminer la kieme colonne M} de M (3 < k < c¢—1) et M, la derniére colonne de
M.

(d) Montrer que tout vecteur propre de M est un polynoéme de degré b.

(e) Vérifier que les polynomes Py (X) = X*(1 — X)=* avec 0 < k < b sont des vecteurs
propres de M.

(f) Montrer que la famille B = (Py)o<k<p est une base de E,. En déduire que M est
diagonalisable.



