Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des

substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale)  unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Catégories 2
Le A-calcul simplement typé comme une catégorie



Catégories 2 Syntaxe

Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

IS



Le strip-tease le plus éculé du monde

M+ T° I+ T

Catégorie des r, T, r/ - T Me T

substitutions

Catég

syntaxique

Catégorie sémantique

e Tt

Exponentielles @ Sous le tapis : + I', a-équivalence, ...
Définition caté e .
@ Notations

@ On note ¥ ou 7/ — T, alternativement.
Sl @ Onnotel + 7 l'ensembledes T + e : 7.

@ Détail technique :
morphismes = [ +y: A prouvables
= substitutions valides avec
leur domaine et leur codo-
maine.



Le strip-tease le plus éculé du monde

FOoxc:r, 7 Frre: 7" Free' :t

Catégorie des r,X T, Mex:t lNree’ :z

substitutions

syntaxique

Mx:tre:z

M Ax.e: 1"

Exponentielles @ Sous le tapis : + I', a-équivalence, ...
Définition catégorique .
@ Notations

@ On note t¥ ou v’ — 1, alternativement.
@ Onnotel + 7 l'ensembledes T + e : 7.

@ Détail technique :
morphismes = [ +y: A prouvables
= substitutions valides avec
leur domaine et leur codo-
maine.



Catégorie des

substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Régle admissible

Free’ : 1

x:7,MN+re:t

NLTrx—ele):t



Egalité (Relation d’équivalence)

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

) REFL Sym

Produit cartésien ,
Ne:t N-e=¢€e":71
Application au A-calcul

Unicité (générale) a unique

lN-e=e:r lN-e'=e:z

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique TRANS

Application au A-calcul r Fe = e, T r F el — e” T
Unicité (générale) & unique

iso commutant prés

. NrN-e=e”:1
ilan




Egalité (Congruence)

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique
App
Produit cartésien ’
. T ’ 7 . 7’
ltFei=e:71 lre;=6:1

Application au A-calcul

Unicité (générale) a unique

frere;=ex65:1

Bilan

Exponentielles

Définition catégorique Fun

Application au A-calcul r’X . T, Fe = e’ T
Unicité (générale) & unique

iso commutant prés

r T
R N Ax.e=Axe 7




Egalité (Suite et fin)

Catégorie des
substitutions

Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique BETA

Produit cartés x:7re:t re-e’: v
Définition

Applicatior i ’ ’

M (Ax.e) e’ =[xm—e€’l(e):t
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles ETA

Définition caté ie

Application au

Unicité (gé

F-e:7t°  x¢dom(l)

Fre=Ax.(ex): 1"
Bilan

Pas sous le tapis : tout se passe dans un contexte.



Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Régle admissible

Frre;=e:7 Mx:t,"rer=e6e:71

N rx—el(er) =[x e))(e):t




Catégories 2

Syntaxe

e = Xx|ee'|Ax.e
T o= al|t”

r = e|lNx:1

V4

= €|y, e




Typage

Fey: A Ne:t  x¢dom(A)
Nre:e Ne(y,e):Ax:t

(Formellement,
@ contextes = listes de types
@ variables libres = indices.

Comme on y voit plus rien, on continue informellement
comme avant.)



Catégorie syntaxique

Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

On va définir une catégorie Clo(Ast) dont :

Produit cartésien

@ les objets sont les contextes de typage I' et
e @ les morphismes ' — A sont les substitutions
Mey: A

Exponentielles

Définition caté

On note aussi ' + A pour I'ensemble des morphismes
- A.

Application au

Unicité (gér

iso commutant prés

Bilan



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) a unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Pourquoi « substitutions » ?

@ Posons [ =
A =
@ Voir le tuple

F-(ey...,en): (y1:7y,..

comme la substitution

(X171, Xm : Tm)
(Y1:73, -, Yn i Th)

< YniTh)

y*: [yl = ell---,yn|—> en].



Pourquoi « substitutions » ?

@ Posons I = (X1:7T1,...,%Xm:Tm)
Rappels sur le A ’ ’ )
\-calcul = : :
S\r;;\cetr:wemtypé X (yl : Tl’ s Yn Tn)-
@ Voir le tuple

Catégorie des
substitutions

Ch(en..,en): (V1 Theees Yo Th)

comme la substitution

vVi=[ya en...,yn en.
Exponentielles @ Pour A + e : 7, une version édulcorée du lemme de
substitution donne

re-y*(e):
@ Donc on peut voir y* comme une fonction :
(A+ 1) —>set (MF1T)

(pour n'importe quel 7, ou alors indexée par 7).



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Identités

Pourl = (X1 :T1,..., Xm : Tm),

idr = (X]_,...

La substitution qui va avec est

/Xm)-

idr =[x1 X1,...,Xm — Xm]-



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

Catégorie sémantique

Exponentielles

Définition catégorique

Composition

@ Soient T = (X1:7T1,-..,Xm:Tm)
A = (y1:79,--,Yn:Th)
0 = (Zl:T’l’,...,Zp:T;J’)et

® Chaque A + e, : T, est envoyé par )" sur

e y*(e,;) : T;('.

@ On définity*(e;, ..., )
a

vy (AFO) —

’

4

= (y'(e}),...."(ep)), eton

(r'coe)
=)

@ On appelle ¢a la précomposition par .
@ Du coup on définit naturellement la composition par
Yey=r0")



Associativité

Rappels sur le

A-calcul
sir?w?)lceltiﬂemtypé Pour r —‘}/>A

Catégorie des
substitutions

par définition :

Catégorie sémantique

Produit cartésien

Définition catégorique

(Y oy)oy
Yo (y oy)

Application au A-calcul

Unicité (générale)  unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

—>@

’

4

14

4

—>£/



Associativité

Rappels sur le , 7

A-calcul ‘)/ ‘)/ ‘)/

simplement typé Pour [ — A — L @ e CE,

Catégorie des
substitutions

par définition :

Catégorie sémantique

(,y// o ,)//) o ,y — ,yx- ,y/x- ,y//

Y'io('oy) = (v )Y

Exponentielles en zappant les paretheses zappables. Il suffit donc de
Définition catégorique
montrer pour tout © + e” : '’ :

y*yl*e// — (y*yl)*e//,
soit [y m e[z e'lk(e”) =[zm [y~ e]j(e’)]k(e”).
@ Les variables libres de e” sont toutes des z.
@ Résultat classique et facile.



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

Catégorie syntaxique

Produit cartésien

Bilan

Exponentielles

Définition catégorique

Bilan

Catégories syntaxique et sémantique

@ Pour linstant, on a défini Clp(Agsrt).

@ Objets : contextes I'.

@ Morphismes : substitutions I' + y : A syntaxiques.
@ On définit maintenant Cl(Agr) par

@ Objets : contextes I'.
@ Morphismes I — A : substitutions I - y : A modulo
la relation T + y =9’ : A définie par

NNky=vy:A lNFe=¢€e':t

re=c:e re(,e)=0,e): (AX:T)

@ En gros on quotiente par Bem, ETa.

@ C’est une congruence (¢a I'était sur les termes et ca
le reste évidemment sur les tuples).



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

Catégorie syntaxique

Produit cartés
Définition
Applicatior
Unicité (gé
iso commutant prés
Bilan

Exponentielles
Définition caté e

Application au

Unicité (gé
iso commutant prés

Bilan

Catégories syntaxique et sémantique (suite)

@ La composition et les identités respectent cette
équivalence. Dans Clg(Asr), Si on a

yh=(ef,....eh) Y =(e...,e})
—_— T, — T
r A ©
\_/ v
Y2 =(e3...,eh) yt=(ef,....€5)

avecT Hyl =92 AetAry3=9*:0, alors
Feydoyl=9%0y2. 0.

o Preuve: y1(e3%) =riy (Axe....Axn.€3) !

=rety (/\X]_ .. /\x,,.e;‘) 7/1

=riq) /\Xn.eﬁ) y?

(Ax
=Tty Y2 (e4)



Intérét de Cl(Asr)

orie syntaxique

@ Bon, ok, ca fait une catégorie. Apres?

e @ Cette catégorie est en fait la catégorie cartésienne

G fermée initiale.

s @ Du coup, en raisonnant dessus, on raisonne en fait
sur toutes les catégories cartésiennes fermées (cf.

ool théorie des modéeles).

@ Ca veut dire quoi « cartésienne fermée » ?




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

Produit cartésien

Application au A-calcul

Unicité (générale)  unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Définition catégorique du produit cartésien

Ae—"  AxB Tt - B

(A x B, m, ') est un produit cartésien de A et B



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien

Application au A-calcul

Unicité (générale) a unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Définition catégorique du produit cartésien

/N

A<D AXB

(A x B, m, ") est un produit cartésien de A et B



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien

Application au A-calcul

Unicité (générale) a unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Définition catégorique du produit cartésien

B = B

(A x B, m, ") est un produit cartésien de A et B



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien

Application au A-calcul

Unicité (générale)  unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Définition catégorique du produit cartésien

oy}
\j
(s}

Définition
Une catégorie est cartésienne quand elle a un produit
cartésien pour tous objets A et B.




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

syntaxique

sémantique

Produit cartésien

Exponentielles

Définition caté

Application at

iso commutant prés

Bilan

Cl(Agr) est cartésienne

® Soient I = (X3:71,...,Xm:Tm) et deux objets
A = (y1:79,--,Yn:Th)
de C|(/\5T).
@ On définit I x A =T, A (leur concaténation).
@ Rappel : les noms de variables dans les contextes
servent juste a la lisibilité.
@ Projections :

@ m=(X1,...,Xm) : T XA —>Tet
oW =(Y1,...,¥n) T XA - A



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des

substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

Produit cartésien

Définition catégorique

Unicité (générale)  unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Cl(Ast) est cartésienne (suite)

Pour

C)
/ \,K\
L d

[ <«— [ XA —»A



Cl(Ast) est cartésienne (suite)

Rappels sur le

A-calcul Pour e
simplement typé
|
Catégorie des I
substitutions
Catégorie syntaxique ‘)// ‘)/ )
Catégorie sémantique
Produit cartésien r 4— r X A —»A

Définition catégorique

Unicité (générale) & unique

@ On définit (y,y") = (y,y’) (la concaténation).

Bilan

Exponentielles o On a éVidemment 7T © <7/, ’)/') — 7/ et

Définition catégorique

’ ’ — ’
Application au A-calcul T o <‘)// y > - ‘)/ *

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien

iso commutant prés

Bilan

Exponentielles

Définition caté

Application au

Unicité (gé

iso commutant prés

Bilan

Cl(Ast) est cartésienne (suite)

Pour

@ On définit (y,y") = (y,y’) (la concaténation).

® Onaévidemment mo(y,y’) = vy et
o O//y/) — ,)//.

@ Et pour l'unicité,

siy” tel que [la méme chose],

par typage, " est de la forme

(e/,....eme’, ....e5),

donc (e7,..., €f) =err mo )" =er ).

Symétriquement, (e7”,...,e") =err V'

Donc y” =ewr (1, y)-

¢ ¢

¢ ¢ ¢



Unicité a iso unique prés

On se place dans une catégorie arbitraire.
Définition
Un isomorphisme est un morphisme f : A — B doté d’'un
inverse g : B — A a droite et a gauche :
gof=idy et fog=idg.

Proposition

Un produit cartésien est unique a unique isomorphisme
commutant pres.

Bougez pas, je vous explique ce que ¢a veut dire.




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des

substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique
Application au A-calcul

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Remarque préliminaire




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique

Application au A-calcul

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique

Application au A

Remarque préliminaire

t AXB t

@ " = (mof,n’ of)estl'unigue morphisme t.q.
mof = mof
n'of = mof.

@ f convientdonc f’ = f.




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

Définition

Application au

Bilan

Exponentielles

Définition catégorique

Application at

Remarque préliminaire

t AXB t

@ " = (mof,n’ of)estl'unigue morphisme t.q.
mof = mof
nwof = mwof.
@ f convientdonc f’ = f.
@ Conclusion :
f=(mof, " of).

Ca s’appelle le surjective pairing.




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des

substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique
Application au A-calcul

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Candidat iso

Preuve

Tt1

T2

A X1 B

A X> B

Tt




Candidat iso

Rappels sur le
A-calcul

simplement typé Preuve

Catégorie des
substitutions

Catégorie syntaxique 771 A Xl B nl
Catégorie sémantique : l
Produit cartésien H i

A fi ig

Définition caté: ique H H
Application au A-calcul ‘\‘ /
. ’
T2 A X> B iy

Exponentelies ® f =(my, m})2 estl'unigue morphisme t.q.
moof = m
nyof = mj.

® g = (mp, 1,)1 est'unique morphisme t.q.
Tpo0g = T2

’ — ’
nyog = T




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique

Application au A-calcul

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

C’est un iso

Preuve

xA x5 B )

® Orgof=(nyogof,mnogof) parsur pairing et




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique

Application au A-calcul

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

C’est un iso

Preuve

® Orgof=(nyogof,mnogof) parsur pairing et
mpogof=m




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique

Application au A-calcul

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

C’est un iso

Preuve

A X1 B
/

N,\A
A i
\\\\\\\\ * /
U “T--AX2 B i

® Orgof=(nyogof,mnogof) parsur pairing et
mpogof=m




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique

Application au A-calcul

Bilan

Exponentielles
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

C’est un iso

Preuve

szs/'zv

® Orgof=(nyogof,mnogof) parsur pairing et
mpogof=m




C’est un iso

Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Preuve
Catégorie des
substitutions

Catégorie syntaxique A Xl B ’
Produit cartésien

/

Exponentielles

Définition cat

® Orgof=(nyogof,mnogof) parsur pairing et

Application at

mogef=m e mogef=m
Bilan (symétriquement).




C’est un iso

Rappels sur le
A-calcul
simplement typé Preuve

Catégorie des
substitutions

Catégorie syntaxique A )(1 B ’
Produit cartésien

Detriton catérs A f g B

’
xAXZB/ZV

Bilan

Exponentielles

® Orgof=(nyogof,nogof) parsur pairing et
npogof=m et mjogof=rm]
(symétriquement).
@ Ainsi, go f=(my, 7)1 = idax,s-




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

Définition

Application au

Bilan

Exponentielles

Définition catégorique

Application at

C’est un iso

Preuve

A f g
xA XZB/IZV

® Orgof=(nyogof,mnogof) parsur pairing et
npogof=m et mjogof=rm]
(symétriquement).
® Ainsi, gof=(my, )1 = idax,s-

@ Par symétrie, f o g = idax,B.




« Unique isomorphisme commutant »

Preuve

Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

A X1 B ’
Catégorie des Tt1 1 Tt
substitutions
Catégorie syntaxique

A f g B

Catégorie sémantique
Produit cartésien \ /
Définition que T2 A XZ B 7T2

Application au

® Onsait f = (mpof,n,of);
Exponentielles = <7T]_, 71'1)2,
Définition catégorique

Application au

@ donc toutiso f’, g’ tel que

Ty 0 f =1y n,of =m)
/ I4 / I4
mpog =My nyog =T,

donne

= (my, m))p = f g = (m2, )1 = g.




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

Définition

pplication au

Exponentielles

Définition catégorique

Application a

Bilan

Bilan

@ Existence de produits cartésiens dans Cl(Agr).
@ Catégories :
@ plein de conséguences gratuites et
@ |'assurance que tout va bien se passer.
@ Suite : on va de méme caractériser le A
catégoriquement.
— notion de CCC.



Définition catégoriqgue des exponentielles

Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des

substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

[osesn Onse place dans une catégorie cartésienne.
Application au A-calcul
Us:;né (générale) a unique

Définition

Bilan

Exponentielles fX g = <f O T, g © T(,>.

Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan



Définition catégoriqgue des exponentielles

Rappels sur le A ev

A .
A-calcul B X B
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale)  unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles

Application au A-calcul
Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

(BA, ev) est une exponentielle de A et B

Bilan



Définition catégoriqgue des exponentielles

Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique

Produit cartésien
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan
Exponentielles
Application au A-calcul
Unicité (générale) a unique

iso commutant prés

Bilan

ev

—————»B

(BA, ev) est une exponentielle de A et B



Définition catégoriqgue des exponentielles

Rappels sur le A ev

A —_—
A-calcul B X B
simplement typé ‘

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique
Catégorie sémantique /\ ( f) X Id
Produit cartésien A
Définition catégorique
Application au A-calcul

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Exponentielles C X A

Application au A-calcul
Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

(BA, ev) est une exponentielle de A et B

Bilan



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien

Définition catégoriq

nérale) & unique

iso commutant pres

Bilan

Exponentielles

Application au A-calcul

ale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Définition catégoriqgue des exponentielles

BAxA— % . B
A
. f
/\(f)XIdA
CxA

(BA, ev) est une exponentielle de A et B

Définition
Une catégorie est cartésienne fermée quand elle a tous
les produits et toutes les exponentielles.




Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien

Définition

Application au

Unicité (génér
iso commutan
Bilan

Exponentielles

Définition catégorique

Unicité (générale) a unique

iso commutant prés

Bilan

Cl(Asr) est cartésienne fermée

® SoientdansCl(Asy): T = (X1 :7T1,.--, Xm : Tm)
A = (y: TyeeerYn 7).

’

y1 T1—>...—>Tm—>Tl,

@ Ondéfinit Al =] ...,
Yn @ T1—= ... Tm— T
YiXi...Xm,
® Evaluation: A", T+]| ..., - A.
YnX1...Xm
@ Curryficationde ©,I -y : A (avec y = (e1,...,€n)):

AX1....AXm.€1,
Ap) =] ..., dans© + A",



Cl(Asr) est cartésienne fermée

(commutation)
Rappels sur le
Qi}fwapllzl#wenl typé ev
Catégorie des Ar X r A

substitutions

Catégorie syntaxique A
Catégorie sémantique /\ (')/) X Idl_ H
Produit cartésien H V
éfinitio ue
ica lcul

OxT

Exponentielles evo (/\(y) X ,dr)

Définition catégorique = €evo (A(‘)/), 'dr)

= (A(y), idr)*(ev)

Bian = ((A(x)i-e)j, (x)i)*(y (x)i);

= [(y = A(x)i-e);, (x = x)il(y (x)i);

= ((A(x)i-e) (x)i);

_B .
_@%IT'AFA (e)/



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien

Définition catégoriq

cité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan
Exponentielles

Définition catégorique

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Cl(Ast) est cartésienne fermée (unicité)
Si un autre morphisme y” = (e’); convient :

AT xr-E% A

s AN
y' Xidr .\\ ;A(y)x:dy

OxTl
On sait

©,lF evo (A(y)xidr) = evo(y’ xidr): A donc
o,k (e)j = (e’ (X),')j C A

Mais on a aussi :

elf = )\xl.(ej’ X1) (Ematty —>...tp > T]’.)



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien

Définition catég

cité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan
Exponentielles

Définition catégorique

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Cl(Ast) est cartésienne fermée (unicité)
Si un autre morphisme y” = (e’); convient :

Y X idr

On sait

O, evo (A(y) xidr)
o,k (e);

Mais on a aussi :

e/ =

j AXl.(e./ Xl)

J

ev

AT xT —A

41
I AQy)xid
Vo 14

oxr

= evo ()’ xidr): A donc
= (e’ (X),')j C A

(ETAatTg—>...T,,—>Tj’.)



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions
Catégorie syntaxique

Catégorie sémantique

Produit cartésien

Définition catég

cité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan
Exponentielles

Définition catégorique

Unicité (générale) & unique
iso commutant prés

Bilan

Cl(Ast) est cartésienne fermée (unicité)
Si un autre morphisme y” = (e’); convient :

ev

AT XT—»=A
s AN
y' Xidr .\\ ;A(y)x:dy

OxTl
On sait

O,l+ evo (A(y) xidr) =
o,r+ (e); -

Mais on a aussi :

evo (y' xidr): A donc
(e’ (X),')j C A

elf = )\xl.(ej’ X1)

= AXl./\Xz.(ej’ X1 Xz) (ETA atto —...7p — Tj’)



Cl(Ast) est cartésienne fermée (unicité)
Si un autre morphisme y” = (e’); convient :

ev

Rappels sur le

A-calcul r »
sirfwilcek:nem typé A X r A
Catégorie des 4 A
substitutions 7/’ X Idl— | Ay)xid
Catégorie syntaxique \ ‘)/
Catégorie sémantique o
Produit cartésien @ X r

e e ON SQIL
iso commutant prés
Bilan
Exponentielles ©,lF evo (A(y)xidr) = evo(y’ xidr): A donc
Définition catégorique @/ r - (e)j — (e/ (X)l)j . A
- Mais on a aussi :

elf = )\xl.(ej’ X1)

= Axl./\xz.(ej’ X1 X2)



Cl(Ast) est cartésienne fermée (unicité)
Si un autre morphisme y” = (e’); convient :

Rappels sur le

A-calcul Ar < r ev A

simplement typé

Catégorie des 4 A
substitutions 7/’ X Idl— | Ay)xid
Catégor xique \ ')/
Catégor ntique o

Produit cartésien @ X r

On sait

©,lF evo (A(y)xidr) = evo(y’ xidr): A donc
o,k (e)j = (e’ (X),')j C A

Mais on a aussi :

elf = )\xl.(ej’ X1)
= Axl./\xz.(ejf X1 X2)
= A(0i(€] (X))



Cl(Ast) est cartésienne fermée (unicité)
Si un autre morphisme y” = (e’); convient :

Rappels sur le

ev
A-calcul Ar < r A

simplement typé

Catégorie des 4 A
substitutions 7/’ X Idl— 1 Ay)xid
Catégol xique \ H ‘)/
Catégor ntique v

Produit cartésien @ X r
rique

Définiti

On sait

©,lF evo (A(y)xidr) = evo(y’ xidr): A donc

o,k (e); = (e"(x)); :A.
ngn Mais on a aussi :
e = )\xl.(ej’ X1)

= Axl./\xz.(ejf X1 X2)
A)i.(e] (%))



Cl(Ast) est cartésienne fermée (unicité)
Si un autre morphisme y” = (e’); convient :

Rappels sur le

A-calcul Ar % T ev A

simplement typé

Catégorie des 4 A
substitutions 7/’ X Idl— 1 Ay)xid
Catégol ique \ : -)/
Catégor ntique v

Produit cartésien Oxr
On sait
E‘X:me,me”es ©,lF evo (A(y)xidr) = evo(y’ xidr): A donc
CAN: (e); = (e (x)); :A.
o Mais on a aussi :
elf = )\xl.(ej’ X1)

= Axl./\xz.(ejf X1 X2)

A(i(e] (X))
)\(x),-.ej.



Rappels sur le
A-calcul
simplement typé

Catégorie des
substitutions

syntaxique

sémantique

Produit cartés

Définitior

Exponentielles

Définition caté

Application at

Bilan

Unicité a unique iso commutant pres

@ Comme pour les produits, deux exponentielles sont
toujours isomorphes.

@ |l existe un unique iso entre elles commutant aux ev.
@ Je vous épargne les détails.

@ C’est un résultat catégorique général, pas seulement
pour Cl(Agst).



Bilan

@ Au départ : construction trés syntaxique de Cl(Agr).
@ Remplacé par deux axiomes catégoriques :
@ existence de produits cartésiens et
@ existence d’exponentielles.
@ Gratos (ni formalisé ni démontré, mais on voit
non?):
@ La définition du A-calcul simplement typé s’énonce
maintenant en deux mots et en langue naturelle :

Définition
Le A-calcul simplement typé est la théorie des CCC. J

@ Une définition (un peu moins) concise pour le
A-calcul non typé :

Définition
Le A-calcul non typé est la CCC libre engendrée par un objet
X, quotientée par 'égalité X = XX.
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