Licence Pluridisciplinaire : module PRBU

Quelques exercices de probabilité

1. Espace probabilisé.

Exercice 1. Soit f: X — Y une application ou X et Y sont deux ensembles non vides.
1. Soient A C X et B C Y ; rappeler la définition de f(A) et de f~1(B).
2. (a) Montrer que pour toute famille (B;);c; de parties de Y,

,1<UBZ-> = Ufil(Bi% fﬁl(ﬂBz) _ ﬂffl

icl iel iel iel
(b) Etablir que pour toute famille (4;);c; de parties de X,
r(Ua)=Uran. r(Na) e
icl iel iel iel
Exercice 2. Soient X un ensemble non vide et (Ay),en une suite de parties de X. On définit

lim Sup A, = ﬂ U A, et limninf A, = U m Ag.

n k>n n k>n

1. Montrer que liminf,, 4,, C limsup,, 4,,.

2. Déterminer lim sup,, A,, et liminf,, A, dans les exemples suivants :
la suite (Ay)nen est croissante ;

la suite (A;)nen est décroissante ;

- VneN, Ay, =Aet Agpy1=BouACX,BC X;

X =R et pour tout n, A, = [2+( 1)+ 3+ n+1]

Exercice 3. 1. Pour z € R, |z| < 1, calculer S(z) =35, '

2. Pour n € N et |z| < 1, montrer que
[ Z Chsi’
>0

Exercice 4. Une main au bridge c’est la donnée de 13 cartes prises dans un jeu de 52. Trouver le
nombre de mains possibles. Quelle est la probabilité qu’une main possede exactement 3 trefles ?
exactement un roi et une dame ? au moins un as?

Exercice 5. 20 chevaux sont au départ d’une course. Trouver le nombre de tiercés, de quartés,
de quintés dans 'ordre et dans le désordre.

Exercice 6. Soit {2 un ensemble a np éléments. Trouver le nombre de partitions de 2 en n
parties de p éléments.

Exercice 7. Quelle est la probabilité qu’au moins deux étudiants suivant le cours de PRBU
possedent le méme anniversaire ?
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Exercice 8. Une ville compte 3 médecins; 4 personnes sont malades. Quelle est la probabilité
pour que tous les malades appellent le méme médecin ? Quelle est la probabilité pour que tous
les médecins soient appelés?

Exercice 9. Soient (Py),>0 une suite de probabilités sur (2, F) et (pg)r>0 une suite de réels de
[0, 1]. Montrer que I'application P, définie par

k>0

est une mesure de probabilité sur (2, F) des que > ;<o pr = 1.

Exercice 10. Soient (£, F,P) un espace probabilisé et G = {A € F, P(4) =0, ou P(4) = 1}.
Montrer que G est une tribu sur €.

Exercice 11. Soient P une mesure sur (2, F) et (Ap)neny C F une suite de parties de F. On
note A I'ensemble Nyen Ug>n Ag. Montrer que P(A) < infpen Dy, P(Ax). Que vaut P(A) si
Yo P(An) < 4o00?

Exercice 12. Trois machines A, B, C produisent 50%, 30% et 20% du nombre total de pieces
fabriquées par une usine. Le pourcentage de pieces défectueuses pour chaque machine est res-
pectivement 3%, 4% et 5%.

1. Quelle est la probabilité qu’'une piece prise au hasard soit défectueuse ?

2. Si on prend une piece qui s’avere étre défectueuse, quelle est la probabilité qu’elle ait été
produite par A, B, C'?

Exercice 13. Une particule m peut occuper deux positions A et B. Au temps n = 0, 7 se
trouve en A. Pour tout entier n, on note A, (respectivement B,) I’événement « 7 est en A
(respectivement en B) au temps n » et o, = P(A,), 8, = P(B,). On suppose qu'il existe un
réel 6 €]0,1[ tel que P(A, N Apy1) = Oay, P(By, N Bpt1) = 06,.

1. Calculer, en fonction de 0 et 5, P(B, N Ap+1).

2. Déterminer une relation de récurrence entre o, et oy puis calculer la limite de la suite
(an)n20~

Exercice 14. La police recherche un alcoolique qui est, avec probabilité p, occupé a étancher sa
soif dans I'un des huit bistrots du quartier. Sachant qu’il n’a pas de préférence pour un bistrot
et que les policiers 'ont cherché en vain dans les sept premiers bistrots, quelle est la probabilité
qu’il le déniche dans le huitieme ?

Exercice 15. On considere n menteurs indépendants I1,. .., I,,. Le premier menteur recoit une
information sous la forme oui ou non. Chacun d’eux transmet le message qu’il a recu a son
successeur avec probabilité p. Le dernier écrit au tableau le message qu’il a regu avec probabilité
p. Calculer la probabilité p,, de I’événement « 'information est fidélement transmise ».

2. Variable aléatoire réelle.

Exercice 16. Soit X une v.a.r. de fonction de répartition F avec F(z) =0six <0, F(z) = z/4
si0<z<1, Flx)=x/2si1<z<2et F(x)=1siz>2.
Tracez le graphe de F' puis calculer P(X = 1/2), P(X = 1), P(X €]1/2,3/2]).



Exercice 17. A quelle condition sur le réel ), la fonction p(z) = A z|exp(—|z|) est-elle une
densité de probabilité ? Dans ce cas, déterminer la fonction de répartition associée ?

Exercice 18. 1. Soit X une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. Déterminer les lois de ¥ = u(X) et
Z =v(X)siu(x)=1—=zet v(r) =min(z,1 — z).

2. Déterminer la fonction de répartition de T' = max(S,0) ou S suit la loi de Cauchy. La v.a. T
possede-t-elle une densité ?

Exercice 19. Soit X une v.a. uniforme sur [0,1] et p €]0,1[. Quelle est la loi de ¥ = 1x<,7
Construire a ’aide de X une variable aléatoire Z prenant les valeurs a, b et ¢ avec probabilité
p, q et r si p, g, r sont trois réels de [0,1] tels que p+ ¢+ r = 1.

Exercice 20. Soit X une v.a. suivant la loi exponentielle de parametre A > 0. Quelle est la loi
delav.a. Y =1+ [X]7? ([z] désigne la partie entiere de x).

Solution. X est a valeurs dans R4 donc Y =1+ [X] est & valeurs dans N*. Si k € N*, on a
P1+[X]=k)=P(X]=k—1) =P(X € [k—1,k]),
et comme Fx est continue, on a

P(Y = k) = Fx (k) — Fx(k—1) = exp(—A(k — 1)) — exp(—Ak) = (1 — exp(—A)) exp(=A(k — 1)).

Y suit la loi géométrique de parametre 1 — exp(—\), puisque exp(—A(k — 1)) = exp(—=A)*~1.

Exercice 21. Quelle est la loi de la v.a. Y = 2 + [X] si X a pour fonction de répartition F'
définie par F'(z) = ¢*(z(¢—1)—1)+1siz >0, F(z) =0 sinon, 0 < ¢ < 1.

Exercice 22. Soit X une v.a. suivant une loi géométrique de parametre p €]0,1[ i.e. pour
k€ N*, P(X = k) = p(1 — p)*!. On définit une v.a. Y en posant Y = X/2 si X est pair et
Y = (X +1)/2 si X est impair. Déterminer la loi de Y.

Exercice 23. Soient a et b deux réels. Déterminer la loi de la v.a. Y = aX + b quand X suit la
loi uniforme sur [0, 1] puis quand X est gaussienne centrée réduite.

Exercice 24. Soit X une v.a. uniforme sur [0,1]. Quelle est la loi de la v.a. Y = exp(AX) si
A > 07 Y possede-t-elle une densité ?

Exercice 25. A quelle condition sur «, la fonction p définie par p(r) =ax®tsi0 <z <1,
p(z) = 0 sinon est-elle une densité de probabilité 7 Montrer que la loi de Y = —aIn(X) ne
dépend pas de a. Calculer E[Y].

Exercice 26. Soient X une v.a. uniforme sur [0,1] et A > 0. Déterminer la loi de la v.a.
Y = —In(X) /X en calculant sa fonction de répartition puis en donnant une densité ?

Solution. Remarquons tout d’abord que Y est bien définie puisque P(X < 0) = 0. Soit y € R.
La fonction exponentielle étant strictement croissante, on a, comme A > 0 et F'x est continue,

Fy(y) =P(Y <y) =P(In(X) > —Ay) = P(X > exp(—-)y)) =1 — Fx (exp(—y)).

Or Fx(x) = min(z™, 1) avec 27 = max(z, 0) et donc Fy (y) = 1—exp(—Ay) siy > 0et Fy(y) =0
sinon.



Soit maintenant f borélienne bornée. Calculons E[f(Y)]. On a

1
E[f(Y)] = E [f(~ In(X)/))] = /0 f(=Tnz/\) dx

posons y = —Inx /A soit x = exp(—Ay) pour obtenir

E[f(Y)] = /O " ) Nexp(—y) dy = /IR £(9) Nexp(—Ay) 150 dy.

La densité de Y est donc py (y) = Aexp(—Ay)1y>o.
Les deux résultats sont cohérents : on trouve que Fy (y) = py(y) si y # 0; Y suit la loi
Exp(N).

Exercice 27. Soient X une v.a. et F'x sa fonction de répartition. Trouver la fonction de répar-
tition de Y = X2. Que se passe-t-il si Fix est de classe C! ? Examiner le cas particulier X de loi

N(0,1)7
Exercice 28. Calculer la moyenne et la variance des lois usuelles vues en cours.

Exercice 29. Déterminer \ tel que la fonction p définie par p(z) = \/(1 — 2)? pour z € [2,4]
et p(x) = 0 sinon soit une densité de probabilité. Si X est une v.a. de densité p, déterminer sa
fonction de répartition et calculer E[X].

Exercice 30. Soit X une v.a. de densité p(z) = z exp(—2?2/2)1,>¢. Vérifier que p est une densité
de probabilité puis calculer E[X] et V[X].

Exercice 31. Soit X une v.a. de loi N'(0,1). On définit Y = exp(X). Déterminer la densité de
Y, E[Y] ainsi que V[Y].

Exercice 32. Soit X une v.a. de densité p(z) = Xexp(—|z|).

1. (a) Calculer X; déterminer la fonction de répartition de X et la loi de | X|.

(b) Montrer que X posséde des moments de tous les ordres et calculer E[X™] pour tout entier
n. En déduire la moyenne et la variance de X.

2. Soit Y une v.a. indépendante de X et de méme loi. Calculer la moyenne et la variance des
va. S=2X-Y, T = X2

Exercice 33. Soit X de loi exponentielle A > 0. Quelle est la loi de Y = /| X|? Montrer que
Y est de carré intégrable et calculer E[Y], VY.

Exercice 34. Soient X et ¢ deux v.a. indépendantes; X de loi gaussienne N (0,1) et & de loi
donnée par P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. On pose Y = ¢ X. Quelle est la loi de Y ? Calculer
E[XY]. Les v.a. X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 35. Soient (X;)i<i<n n v.a. indépendantes et identiquement distribuées de loi B(p).
Quelle est la loi de S = X1 + ...+ X, ? En déduire la moyenne et la variance de S.

Exercice 36. Soient X et Y deux v.a. indépendantes. Calculer la loi de la v.a. X + Y dans les
cas suivants :

1. X de loi P(A), Y de loi P(u);
2. X de loi B(n,p), Y de loi B(m,p);



3. X de loi N(u,0?), Y deloi N (i, 0").

Exercice 37. Une puce se déplace dans le plan par saut de longueur § > 0. La puce part du
point O, origine des coordonnées du plan, et saute n fois dans une direction qui, pour chaque
saut, est aléatoire. L’abscisse et 'ordonnée de la puce, aprés n sauts, sont

X, = Z 0 cos(b;), Y, = Z 0 sin(6;);
i=1 =1

et on suppose les v.a. (6;)1>i>n indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 27].

Calculer I'espérance et la variance de de X, et Y, puis E[XZ + V;?]. Calculer E[X, Y] ; les
v.a. X, et Y, sont-elles indépendantes ?

Exercice 38. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. indépendantes et de méme loi B(p) o 0 < p < 1
définie sur (2, F,P). On pose, pour tout w € €2,
S(w) =1inf{i > 1, X;(w) =1}, T(w) =inf{i > 1, X;(w) =0},

avec la convention inf{(} = +oc.
1. Montrer que P(T = 00) = P(S = 00) = 0 et déterminer la loi de S et T'.
2. On définit, pour w € Q, 7(w) = inf{i > 2, X, _;(w) =0, X;(w) = 1} avec la méme convention.

(a) Montrer que 7 > T + 1;

(b) Etablir que P(7 = 00) = 0;

(c) Montrer que 7(w) = inf{i > T'(w), X;(w)=1}.
3. (a) Montrer que, si k > 2, {r =k} = Ufz_ll{T =k}n{T =1i}.

(b) Montrer que sim > 1,1 > 1, P(r =m+1/T =1) =P(S =m).

(¢) En déduire que, pour k > 2, notant ¢ = 1 — p,

Pa k-1 k—1
P(T:k):ﬂ(q -Pp )

Déterminer la fonction caractéristique de 7, sa moyenne, sa variance.

Exercice 39 (2002, ex). Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F' donnée
par

F(z) =0, siz<0, F(z) = , sixz >0,

ou [z] désigne la partie entiere de x.

Calculer P(X =1), P(X €]1,2]), P(X € [1,4)).

Calculer, pour tout entier naturel n € N*, P(X =n)?
Solution. On a,

P(X = 1) = F(1)— F(17), P(X €]1,2]) = F(2) - F(1), P(X € [1,4]) = F(4) — F(1),
ce qui donne, comme F(17) =0,

P(X =1)=1/2, P(X €]1,2])=2/3—-1/2=1/6, P(X € [1,4]) = 4/5.

D’autre part,

Vn € N*, P(X=n)=F(n)—F(n )=Fn)-Fnh-1)= =



Exercice 40 (2001, ex). Soit X une variable aléatoire de densité exp(—|z|)/2.
1. Pour |s| < 1, calculer A(s) = E[exp(sX)]. Comparer A”(0) et E[X?2].
1-U

2. Déterminer la loi des variables aléatoires U = exp(—|X|) et ¥ = -

Solution. 1. On a pour tout |s| < 1,

1 oo 1 0 1 1 —2
2A _ (s—1)z (s+1)z _ _ .
(s) [5 1° * s+1° . S—1+S+1 s?2—1

On a donc,
1

T 1-s
Exercice 41 (2001, ex). Soit X une variable aléatoire de densité (1 + )72 1,>¢.

1. Pour k£ € N*, calculer P(k—1 < X < k). En déduire la loi de la variable aléatoire S = 1+ [X]
ou [z] désigne la partie entiere de x.

2. (a) Soit p € N*. Calculer E[S1g<,]. S est-clle intégrable ?
(b) Calculer, pour |z| < 1, E[(S + 1)2°].

V|s| < 1, A(s)

3. Couple aléatoire.

Exercice 42. Soient X et Y deux v.a. finies. La loi du couple Z = (X,Y’) est donnée par le
tableau suivant :

X/Y| 0 1 2 6
1 0 2/9 1/9 1/9
2 | 1/27 1/9 1/27 1/9
3 0 0 1/9 4/27

Trouver les lois marginales; X et Y sont-elles indépendantes ? Pouvait-on le deviner en re-
gardant le tableau? Quelle est la probabilité pour que XY soit impair ?

Exercice 43. 1. Soient X et Y deux v.a. discretes a valeurs dans {z;, ¢ € N} et {y;, 7 € N}. On
suppose que P(X = z;, Y = y;) = w;v; pour tout (4, 7). Trouver les lois marginales et montrer
que X et Y sont indépendantes.

2. Soient X et Y deux v.a. indépendantes et de méme loi géométrique de parametre p €]0, 1.
Onpose Z=Y — X et M = min(X,Y).

(a) Montrer que si m € N* et z € Z,
PIM=m,Z=2)=P(X=m-2)P(Y =m), siz<0,
P(M=m,Z=2)=P(X =m)P(Y =m+2), siz>D0.

(b) En déduire que , pour tout (m,z) € N* x Z, P(M =m, Z = z) = p>(1 — p)?"2(1 — p)l*l.
Montrer que M et Z sont indépendantes.



Exercice 44. Soit X une v.a. positive. On peut définir I’espérance de X en posant

E[X] = /OOO P(X > t)dt.

1. Montrer que, si X est a valeurs dans N,

Y IP(X =i) =) P(X >i),
i>0 i>0
et en déduire 'adéquation des deux définitions dans ce cas.

2. Soit X une v.a. positive de densité px(z) = p(z)ly>0. Montrer, a 1'aide du théoréme de
Tonelli, que

/OOIP(X > t) dt:/xpx(z:) dz = E[X].
0 R

3. Soit X une v.a. de loi Ezp(1). Déterminer la fonction de répartition de la v.a. Y = min(X, 1)
puis calculer 'espérance de Y.

Exercice 45. Considérons la fonction f(x,y) = yexp (—(1 + 1:2)y2/2) 1,-01y>0. En appliquant
le théoreme de Tonelli, montrer que

/ exp(—2?%/2) dx = \/z, puis que / exp(—2?/2) dz = V2.
0 R

Soit p(z,y) = kexp ( — (2% + y2)/2). Calculer k pour que p soit une densité de probabilité
sur R2. Calculer les marginales d’un couple ayant p pour densité. Est-ce surprenant ?

Exercice 46. Soit Z = (X,Y) un couple de densité p(z,y) = ¢ (x+y)Lo<y—a<2lo<z<2. Calculer
la constante ¢ puis déterminer les densités marginales. A-t-on indépendance ?

Exercice 47. Une étudiante donne rendez-vous a son ami entre 20 h. et 21 h. Les deux amis — a
I’initiative du jeune homme qui est habitué a la ponctualité douteuse de sa copine mais redoute
sa susceptibilité — conviennent de n’attendre pas plus de 15 minutes.

1. On suppose qu’ils arrivent indépendamment et a des instants uniformément distribués dans
I’heure convenue.

(a) Représenter graphiquement le domaine du plan ou |z —y| < 1/4.

(b) Quelle est la probabilité pour que les deux amis se rencontrent ?
2. Le jeune homme fixe son arrivée a ’heure t. Quelle est la probabilité qu’ils se rencontrent ?
Exercice 48. Soient X et Y deux v.a. indépendantes de densités respectives p et q. Trouver la

densité de S = X +Y. Qu’obtient-on si X et Y suivent respectivement les lois Exp(\) et Exp(u)
(A>0,u>0)7

Exercice 49. Soit Z = (X,Y) un couple aléatoire de densité p donnée par p(x,y) = ke Y si
0<z<yetp(z,y) =0 sinon.
1. (a) Dessiner le domaine du plan sur lequel p n’est pas nulle. Calculer k.

(b) Déterminer les densités marginales de Z. X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Déterminer la loi de T'=Y — X puis celle de R = X/Y.



Exercice 50. Soient U et V' deux v.a. indépendantes de loi uniforme sur (0, 1).

1. On pose X = v—2InUcos(27V) et Y = v/—2InUsin(27V). Déterminer la loi du couple
(X,Y).

2. (a) Soit u : R? — R? définie par
u(z,y) = <+ VT y> s (@) £ 0,0, u(0.0)= (0.0).
T )
Montrer que u est un Cl-difféomorphisme de R* x R* dans ] — 1, 1[x]0, 400
(b) On pose (S,T) = u(X,Y). Déterminez la loi de (S,T). S et T sont-elles indépendantes ?

Exercice 51. Soit (X,Y’) un couple aléatoire de densité p. Déterminer la loi du couple (M, m)
ou M = max(X,Y) et m = min(X,Y). Quelles sont les lois marginales ? Est-ce cohérent avec
le cas de (X,Y) v.a. indépendantes, de méme loi ayant une fonction de répartition Fx de classe
C'. Quelle est la loi du couple (M +m, M —m)?

Exercice 52. Soit X = (X1, X3)! un vecteur gaussien de moyenne p = (1,0)! et de matrice de

variance-covariance
r— 4 -1
o -1 6 )

1. Déterminer la fonction caractéristique de X, les lois marginales ainsi que celle de 2.X; 4+ 3.X5.

2. X possede-t-il une densité ? Si oui la calculer.

Exercice 53 (2002, ex). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi expo-

nentielle de parametre A > 0 c’est & dire de densité z — \e 1.>0.

Déterminer la fonction de répartition de X puis la loi de la variable Z = min(X,Y).

Solution. Pour tout réel x, la fonction de répartition de X est donnée par

F(a:) = / Ae M 1i>0 dt,

—00

ce qui donne F(x) =0 pour z < 0 et pour z > 0,

F(z) = / Ne Mdt = [—e*)‘tr =1—e
0 0

Déterminons la fonction de répartition de la variable Z. On a, pour tout z € R,
Fz(2)=P(Z<z)=1-Pmin(X,Y)>2)=1-P(X > 2,Y > 2) ;
or X et Y sont indépendantes et de méme loi donc
Fz(2) =1-P(X > 2)2=1—(1 - Fx(2))?,
ce qui donne, d’apres le calcul de Fx,
Vz € R, Fz(z) = (1 — 6_2’\z> 1.>0.

Z suit la loi exponentielle de parametre 2.



Exercice 54 (2003, ex). Soit (X,Y’) un couple aléatoire & valeurs dans N* x N* tel que

s )\nl

W(kon) € NN, BOX = kY =) = (1) " Ve 2y

avec ¢ €]0,1[, A > 0.

Déterminer les lois de X et de Y. Ces deux variables sont-elles indépendantes 7

Solution. On a pour tout n € N*,

/\nl
P(Y=n)=) P(X=kY=n)=¢" 1—qM)> ¢ "

(n—1)!
k>1 k>1
orsi[2] <1, 3 45 ZF=1 = 1/(1 — 2). Par suite, comme ¢"*~1 = (g)F~1,
A )\n—l
« N
Vn € N, PY=n)=e Rk

C’est la loi d’une variable de Poisson a laquelle on ajoute 1.
Pour tout £ € N*, on a

n—1
= ZP(X =kY=n)=e" Z (:_ o (qn(k_l) - an> ;

n>1 n>1

or pour tout x € R, u(z) := 3,5, (zn 11),90 =T >0 (xz—i‘)l = z¢®™. Par suite,

P(X =k)=e? (u(qkil) - u(qk)) = e it (e/\qk_l — qe)‘qk> :

X et Y ne sont pas indépendantes : la loi du couple n’est pas égal au produit des marginales.

Exercice 55 (2001, ex). Soit p la fonction de R? dans R définie par : p(z,y) = c exp(—z) si
ly| <z, p(z,y) = 0 sinon.

1. Représenter le domaine du plan sur lequel p n’est pas nulle puis déterminer ¢ pour que p soit
une densité de probabilité.

2. Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité p. Déterminer les lois marginales. X et Y sont-elles
indépendantes ?

Exercice 56 (2002, ex). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi normale

—x2/2
V2T

Solution. Soit f une fonction continue par morceaux et bornée de R dans R, calculons E[f(R)].
Ona:

E[f(R)] = o / [ fay)y el e 2 dady o /R ¢ V2 ( /R fa/y) e da:) dy.

Mais, posant z = x/y, on obtient, pour tout y # 0,

/ f(a/y)e ™2 da = / o) yle =V 2 dz,
R R

i.e. de densité x — e . Déterminer la loi de la variable aléatoire R = X/Y.

9



ce qui conduit a, via le théoreme de Fubini,

Bl = [ ([ e le ) ay= o [ ([ e may) a

On a de plus, pour tout réel z

/ lyle~(H=0%/2 gy — 9 /+OO ye /2 gy — o L e o _ 2.
R 0 1 -+ 2’2 0 1 -+ 22 ’

il s’en suit que

E[f(R)] = - /R f(z) —

dz
T 1422
R a donc pour densité la fonction z — 2

- 1+ ——; R suit la loi de Cauchy.
Exercice 57 (2003,ex). Soit (X,Y’) un couple aléatoire a valeurs dans N* x N* tel que

)\nfl
V(k,n) e N* x N*, P(X =k, Y =n)=(1—¢") "k De?

(n—1)V

avec q €]0,1[, A > 0.

Déterminer les lois de X et de Y. Ces deux variables sont-elles indépendantes ?

Solution. On a pour tout n € N*,

n—1
=) PX=kY=n)=c? Al ¢ "

_ |
= (n—1)!

orsi[z] <1, D 5 2F=1 =1/(1 — 2). Par suite, comme ¢"*~1) =

7)\ )\n—l
Vn € N¥, P(Y=n)=e TSk
C’est la loi d’une variable de Poisson a laquelle on ajoute 1
Pour tout £ € N*  on a

=) PX=kY = —AZ - ( ’“‘”fq”’“);

(n—1)!
n>1

n—1 .
or pour tout z € R, u(z) := > - (A =z ZZ>0 Z, = ze. Par suite,

P(X =k) = e (u(qk_l) — u(qk)) = 6_’\qk_1 (e’\qk_l — qe’\qk) )

X et Y ne sont pas indépendantes : la loi du couple n’est pas égal au produit des marginales
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4. Théoremes limites.

Exercice 58. Soit X le nombre aléatoire d’avions arrivant en une heure sur un aéroport. On a
estimé E[X] = 16 et V[X] = 16.

1. A T’aide de 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une minoration de P(10 < X < 16).

2. Comparer le résultat avec celui obtenu en supposant que X a pour loi P(16).

Exercice 59. En utilisant I'inégalité de Bienaymé—Tchebychev, combien de fois doit-on lancer
une piece de monnaie pour que ’on ait une probabilité supérieure a 0,9 que le nombre de « pile »
sur le nombre de lancers soit compris entre 0,4 et 0,6 7

Exercice 60. Soit X,, une v.a. de loi N (py,,0,) ol u, converge vers p et o, converge vers o.
Quelle est la limite en loi de X, ?

Exercice 61. Soit (X,,)nen+ une suite de v.a. indépendantes, de carré intégrable et de méme
loi. On note p = E[X1], 02 = V[X}]. On définit par récurrence :

Y: = X1/2, Vo= (Yno1+Xn)/2, n>2.

1. Calculer E[Y,,] et V[Y,,] en fonction de n, m et o.
2. Si X suit la loi N(u, 0%), quelle est la loi de Y;, ? Montrer que la suite (Y,),en+ converge en
loi vers une v.a. Y que 'on précisera ?

Exercice 62. Soit (X,,)n,en+ une suite de v.a. indépendantes de loi uniforme sur [—1/2,1/2].
On pose, pour n € N*, Y, =n + X,,. Trouver la limite en loi de la suite (n_2 Z?:l Yi)neN*'
Exercice 63. On observe des particules dont la durée de vie X est une v.a. de loi Exp(0), 6 > 0.
1. Calculer la probabilité pour qu’une particule déterminée n’existe plus a 'instant ¢ > 0.

2. n particules sont dans une enceinte close ; leurs durées de vie sont indépendantes et de méme
loi Exp(#). On désigne par Ny le nombre de particules qui ne sont pas désintégrées a 'instant ¢.
Quelle est la loi de Ny 7 Calculer la moyenne et la variance de N;. Etudier V[Ny] en fonction de
t.

3. Démontrer que, si n est assez grand, pour tout « de |0, 1],
P(N; > an) ~ P(€ > A(a,t)v/n),

ou £ suit la loi N/(0,1) et A est une fonction & déterminer.
4. Btudier lim,, o, P(N; > an). Si tg = In(2)/6, calculer A(a,ty) et lim, oo P(Ny, > n/2).
Exercice 64 (2003, ex). Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi gaus-
sienne N (0, 1).
1. Déterminer la densité de la variable aléatoire Z = e,
2. Calculer la fonction caractéristique du produit XY
3.0ndéfinit U=X+Y et V=X-Y.

(a) Quelle est la loi de U ?

(b) Calculer Cov(U, V).

(c) Soient (U;)i=1,2.. une suite de variables i.i.d de méme loi que U. Calculer la limite sui-
vante :



Solution. 1. Soit f une fonction continue par morceaux et bornée; on a

BL(2)) =B f ()] = o= [ e

Le changement de variables z = e® i.e. x = Inz, dx = dz/z, donne

1 +o00 )2 d lnz 2 d
B2 == [ 1@ T T o [ @ 1m0 D

. ., . _(In z)2
La variable Z a pour densité la fonction z — 1,50e” " 2 /V2722.

2. On a, pour tout réel ¢, via le théoreme de Fubini,

XY 1 oy 2 U2 1 T 2
]E[el ] :// e e" 2 e 2 dg;dy:/ /ezywe T dr ) e T dy.
2T R2 2T R R

Or, pour tout y € R,
L [ e dem
— | "% T=ce .
V2 Jr

Par suite, on obtient

; 242 1 y2(1+t%)
E etiY = / _tie_*d = /e_ 2 dy,
[ V2 V= V2T Jr Y
et notant o = 1/v/1 + 2, il vient

1 2 1
—— | e 222 dy=0 = —x—.
\/27T/R Y V14 ¢t2

E [¢*XY] =

3. (a) Comme X et Y sont deux gaussiennes indépendantes, leur somme, U, est une gaussienne
de moyenne la somme des moyennes et de variance la somme des variances. U a pour loi N (0, 2).

(b) U et V sont toutes deux centrées. On a
Cov(U,V) =E[UV]=E [X*-Y?| =E[X?| —E[Y?] =0.

U et V sont décorrélées (en fait elles sont indépendantes car (U, V') est un vecteur gaussien).

(c) La loi forte des grands nombres donne immédiatement le résultat :

R RN 4 o U
nh_)rglogZUie 4:]E[Ue 4].
i=1
Comme U a pour loi N(0,2) on a
2 1 22 a2 1 1 o2 1
E Uze_[il} —/:p e Te Tdr=——— [ 2% 7 do = —.
[ Vi Jr V2+V2r Jr V2

Exercice 65. 1. Soit (X, )nen+ une suite de v.a. définies sur un méme espace convergeant vers un
réel z en probabilité. Soit f : R — R une application continue sur R. Montrer que ( f (Xn))
converge vers f(x) en probabilité.

neN*
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2. Soient x € [0,1], £,(z) une v.a. de loi binomiale B(n,z) et f : [0,1] — R une application
continue. On pose,

Vn e N*, Vzelo,1], Bn@ﬁ::E[fOfJQAxD].

(a) Montrer que B,, est un polynéome. Ce sont les polynémes de Bernstein.

(b) En utilisant I'inégalité de de Bienaymé—Tchebychev, montrer que,

Vz € [0,1], Vn>0, P(’nﬂfn(m) —a:| > 77) < z(1 —293) - 1

(¢) En remarquant, que, pour x € [0, 1],
[Bala) = /(@)] = [E[f(n""6a(@))] ~E[/@)] | < E[|f (v u(@) - S(@)]];

montrer que (Bn) converge vers f uniformément sur [0,1]. On pourra utiliser la partition

neN*
suivante : [n"1&,(z) — x| < n, |n" & (@) — x| > 7 et utiliser P'uniforme continuité de f.

3. Soit (U;)ien+ une suite de v.a. indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1]. Pour = € [0, 1],
quelle est la loi de S, =n"1 Y0 1p,<,?

5. Autres exercices.

Exercice 66. Soient £ une tribu sur E et X une application de Q dans E. Montrer que X ~1(€)
est une tribu sur © qui rend X mesurable. (X ~1(&) = {X~1(B), B € &}).
Exercice 67. Soit n un entier non nul.

1. Montrer que, pour z € C, 2] <1, (1 —2)"" = Z'>0 C?J:T}_lzi.
[

2. Soient @ = {k € N, k > n} et F = P(Q). Pour k € Q, on pose P({k}) = C}~{p"(1 —p)k~™ ol
0 < p < 1. Montrer que P est une mesure de probabilité. (Loi binomiale négative notée B_(n,p)).
3. On dispose d’une piece donnant pile avec probabilité p €]0, 1[. Quelle est la probabilité d’ob-
tenir n fois pile a I'issue du k€ lancer si on suppose les lancers indépendants ?

Exercice 68. Soient o un réel et p la fonction réelle définie par

mwzﬁf%ﬁ’“m<Q p(z) = ae™®, siz>0.

1. Calculer « pour que p soit une densité de probabilité.
2. Déterminer la fonction de répartition F' associée a p.
3. Soit X une v.a.r. de densité p. Déterminer la loi de la v.a. Y = sgn(X) avec sgn(z) = —1 si

x <0, sgn(x) =1siz>0 et sgn(0) =0.

Solution. 1. Une densité de probabilité est une fonction p positive telle que [, p(t) dt = 1.

Dire que la fonction p est positive revient a dire que le réel a est positif. Examinons la
deuxieme condition. On a :

/Rp(t)dt:/_iop(t)dt—i-/()Jroop(t)dt:a/_io i iitl)z +a/0+ooe_2tdt.
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—1/(t — 1) est une primitive de 1/(t — 1)? et —e~2!/2 est une primitive de e=2; il vient

—11° et « kYo
t)dt = —_— = - = —;
froa=a[Z] +e[7F] -eri-F

par suite o = 2/3.

2. La fonction de répartition associée & p est la fonction réelle définie par

Vz € R, F(z)= /x p(t) dt.

—00

Comme p est définie en « deux morceaux » on doit distinguer le cas x < 0 du cas x > 0. Pour

x < 0, on obtient
T dt -17" 2
F = = —_— — .
w=af i O‘L—l]oo 31—2)

Pour £ > 0, on a

0 x —2t1 %

dt 2 2[—e 2 1 1

F(z) = _a “2gp— =4 2 e O N T
(=) a/_oo(t—l)2+a/0€ 3+3[ 2 ]0 373 ) 3¢

3. Y ne prend que trois valeurs : -1, 0 et 1; c’est donc une variable dicrete. Comme X est
absolument continue, P(X = 0) = 0. Donc P(Y = 0) = 0.

OnaP(Y =-1)=P(X <0)=P(X <0)=2/3et P(Y =1) =1 —P(X < 0) = 1/3.

Exercice 69. Pour s € R, calculer A(s) = ]E[exp(sX)] quand X a pour loi A(0,1) puis, sans
refaire les calculs, quand X a pour loi N(p,0?), p € R, o > 0. (Indic. : la loi de (X —p)/o
est N(0,1) dans le second cas.) Que valent A’(0) et A”(0) — A’(0)%?

Solution. On suppose d’abord que X suit la loi N'(0,1). Soit s € R.

A(s) = E[exp(sX)] = \/127 /Rexp(sx) exp ( — a;2/2) dx = \/12?/Rexp{ — (x2 — 23:6)/2} dx.

Or 22 — 2sx = (z — 5)? — 52 et donc

A(s) = exp(s?/2) \/12?/Rexp (= (z —5)?/2) dv = exp(s*/2),

puisqu’on trouve l'intégrale de la densité d’une gaussienne N (s, 1).
Si X suit la loi N'(p,02) alors Y = (X — p)/o suit la loi N(0,1) et X = oY + p. 1l vient

A(s) =E[exp (s(cY + p))] = exp(sp) E[ exp ((s0)Y)] = exp(spu) exp (5202/2),

d’apres le calcul précédent puisque Y est gaussienne centrée réduite.

On a, pour s € R,
N (s) = (p+ o?s)A(s), A'(s) = 02 A(s) + (1 + 0?s)2A(s).
Comme A(0) =1, on a

NO)=E[X]=pu,  A"0)—A(0)?=V(X)=02%
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Exercice 70. Soit X une v.a.r. de loi exponentielle de parametre A > 0.
1. (a) Calculer I'espérance et la variance de X.

(b) Pour s < A, calculer A(s) = E [e5X]. Que valent A’(0) et A”(0)?
2. Déterminer la densité de la v.a.r. Y = vV X.

Solution. 1. (a) L’espérance et la variance de X s’obtiennent par intégration par parties en
faisant baisser le degré du polynome ; en effet,

T el [T 1
E[X] = e Wdr = |—xe " + e Mdr =,
0 0 0 A

puis on obtient

E [XQ] = /+OO 22 Xe ™M drx = {—xQe_)‘m} o + /+O° 21 e M dx = gIE[X] _ 2
0 0 0 A A2 '
Par suite, E[X] = 1/\ et V[X] = E [X?] — E[X]* = 1/)\%
(b) Soit s < A, on a
+o0o +oo
A(s) =E [e*X] = / T \e N dy = /\/ 5N gy = .
0 0 A— s
Il vient alors,
A 2\
Vs < A N(s) = —— "(8) = —x
S< Y (S) ()\_8)27 (S) (/\—5)37
d’ou I'on déduit A’(0) = E[X] ="' et A”(0) = E [X?] =212
2. Prenons une fonction f borélienne et bornée et calculons I'espérance de f(Y) :
+o0 _ +00 2
E[f(Y)] =E [f (w?)] - /0 f (Vz) Ae ™ da = T 2w dy

via le changement de variables y = /. Y admet pour densité la fonction y — 2)\ye"\y2 1,>0.

Exercice 71. Soit X une v.a. réelle de densité p(z) = xe ™ 1;>0.
1. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = e — 1.

2. Déterminer la fonction caractéristique de X.

3. En déduire la moyenne et la variance de X.

4. Soit Z une variable indépendante de X et de méme loi. Calculer I’espérance et la variance de
3X —4Z.

Solution. 1. Cherchons la densité de la variable Y ; pour cela prenons une fonction f continue
par morceaux et bornée et calculons E[f(Y)]. On a

+o00
E[f(Y)]:E[f(eX—l)] :/0 fe*=1)ze*de;

le changement de variables y = ¥ — 1, soit = In(1 + y) et dx = dy/(1 + y), conduit a

+oo n n
Bl - | f(y)l(Hy - [ s ”“’) 1,20 dy.
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Y a pour densité la fonction y — l(nl(i;)%) 1,>0.

2. Déterminons a présent la fonction caractéristique de X. Pour tout réel ¢, on a, a ’aide d’une
intégration par parties, comme limg_ o ze®(¢~1) =0,

+o0 . (it—1)] T too a(it—1) e(it—1) 1T
P(t) = / 2D dy = |o= - / A i
0 it —1 . 0 it — 1 (it —1)2 . (it — 1)2

3. Pour trouver la moyenne et la variance de X on utilise la formule (™ (0) = i E[X™]. Le
calcul des dérivées donne :

9 . ;
vt € R, ¢'(t) = =1 @7 (t) = =1

et par suite, ¢'(0) = 2i, ¢”(0) = —6. Il vient alors
EX]=2  E[X?]=6, V[X]=6-4=2
4. Comme X et Y sont de méme loi, on a, par linéarité,
E[3X —4Y] =3E[X] —4E[Y] = —-E[X] = -2,
et comme elles sont de plus indépendantes
V[3X —4Y] =9V[X] + 16 V[Z] = 25 V[X] = 50.

Exercice 72. Soient X une v.a. de Poisson de parametre A > 0 et Y une v.a. de Bernoulli de
parametre p €]0,1[; X et Y indépendantes. Déterminer la loi des via. Z = XY et S =X +Y
ainsi que celle du couple (Z,S). Les v.a. Z et S sont-elles indépendantes ?

Solution. Les v.a. Z et S sont a valeurs dans N. Pour n € N, on a
P(Z=n)=P(Z=n,Y=0)+P(Z=n,Y=1)=P(Z=nY=0)+P(X =n,Y=1);

lorsque Y = 0 le produit Z est toujours nul. Par suite, comme X et Y sont indépendantes,

n

P(Z =n) = 1ioy(n) P(Y = 0) + P(X = n) P(Y = 1) = (1 = p) 11} (n) +pe‘A%

De la méme fagon, notant S = X +Y,si k € N,
PS=k)=PS=kY=0)+PS=kY=1)=PX=kY=0+PX=k—-1, Y =1),
et par indépendance on obtient

P(S = ) = (1— p) e 4+ pie () e
IR S TR k—1)!

Pour la loi du couple, on utilise la méme démarche : si (n, k) € N2,

P(Z=n,S=k) = P(Z=nS=kY=04P(Z=n,S=kY=1)
= PZ=nX=kY=04+P(X=nX=k—1,Y =1).
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Le premier terme est nul dés que n > 0 et le second est nul dés que n # k — 1. On obtient
finalement, par indépendance, pour (n, k) € N2,

P(Z=n,S=k) = 1oy(n)P(X =k Y =0)+14(k—n)P(X=n,Y =1)
2\E _)\)\n

= 1y3(n) (1 —p) 6_AH + 1y (k—n)pe

n!
Les v.a. Z et S ne sont pas indépendantes.

Exercice 73. Pour a > 0, b > 0, on définit

& 1
F(a) = / 6_171,(1—1 d,fL" et, B(a’ b) — / {Ea_l(]_ _ .ZE)b_l de.
0 0

Montrer que I'(a)T'(b) = B(a,b)I'(a + b).

Solution. Notons tout d’abord, que si a > 0 et b > 0, le critere de Riemann en 0 assure que
I'(a) < oo, I'(b) < o0 et B(a,b) < oo. Ensuite,

I'(a)l'(b) = / e Tl dm/ e Yyt tdy = // e~ @) pa=Lyb=1 dady.
0 0 10,00[2

Notons I cette derniere intégrale.

On effectue le changement de variables (s,t) = (z + y,z/(z + y)). Introduisons pour cela
la fonction u :J0,00[>— R? définie par u(z,y) = (= 4+ y,2/(x + y)) et montrons que u est
un C'-difféomorphisme sur ]0,00[2. Il est clair que u est de classe C! sur I'ouvert ]0,co0[? de
R2. 11 s’agit de vérifier que u est injective sur ]0,00[? et que Ju(x,y) # 0 si (x,y) €]0,00[%. Si

u(z,y) =u(z’,y)onaxz+y=2a +y et o = ﬁ/y, d’ott 'on déduit immédiatement x = z’
puis y = ¢/. D’autre part, on a
1 1 1

@ry? @y | Y
qui est bien stir non nul sur ]0, co[%. Il en résulte que u est un C'-difféomorphisme de ]0, oo[?
sur u(](), 00[2) que nous devons déterminer. Si x et y sont strictement positifs on a z < z + y
de sorte que u(]0,00[?) CJ0, 0o[x]0, 1. Montrons I'inclusion inverse. Soit (s,t) €]0,00[x]0, 1] et
cherchons (z,y) €]0,00[? tel que u(x,y) = (:z + v, ny) = (s,t); on obtient facilement que
(w,y) := (st,s(1 —t)) appartient & ]0, 0o[? et satisfait & u(x,y) = (s,t). (On vient d’inverser u).
D’ou u(]0, 0o[?) =]0, 0o[x]0, 1].

On calcule I — la fonction a intégrer est positive et intégrable — a ’aide du changement
de variables (s,t) = u(x,y). Pour cela on exprime e~ (@+¥)g0=1yb=1/|Jy(z y)| en fonction des
nouvelles coordonnées en faisant apparaitre x + y :

—(z+y) .a—1,b—1 a—1 b—1
SR R R | o etw) < z ) < y > wtb-1
=€ x T + =€ T+ 5
‘Ju(x,y)‘ ol 2 z+y T+y ( 2
comme y/(z+y)=1—z/(x+y),ona
—(z4y).a—1, b1
e~ (@ty)ga Yy _ ef(achy)xaflybfl(w + y) — 5ol (1 _ t)b_l Saerfl’

|Ju(z, y)|
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et on obtient finalement
o) 1
I= / e S50l ) gsdt = / e sgatbl ds/ 1 =)t dt
10,00[x]0,1] 0 0

soit encore

[ =T(a)T(b) = T(a + b)B(a,b).
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