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RÂesumÂe

Le paradigmeªpreuvescommeprogrammesºpermetde considÂerer les preuvesen dÂeduction
naturelledusecondordrecommedesprogrammesenlambda-calcul.Toutefois,sapratiquedans
le cadredeL'Arithm ÂetiqueFonctionnelleduSecondOrdre,dueÁaLeivantetKrivine, produitdes
programmespeurÂealistes.A®ndecomblerenpartiecedÂefaut,Parigotintroduitunconnecteurde
pluspetitpoint®xe,utilisÂepourconstruiredestypesinductifs.CettethÁeseÂetudieuneextension
simultanÂeedusystÁemepardesconnecteursdepluspetitetdeplusgrandpoints®xes.Cedernier
autorisel'utilisation dedonnÂeesin®niestelslesªstreamsº.

L'approcheque nousprÂesentonsest originale,car les donnÂeesin®niessont reprÂesentÂeespar
destermesnon-normalisables.Encontre-partie,la normalisationestremplacÂeeparla notionde
solvabilitÂehÂerÂeditaire,qui estvÂeri®ÂeeparunetrÁeslargepartiedusystÁeme.

Nousmontronsaussiqu'aveccetteapproche,chaqueÂelÂementd'un typededonnÂees(in®niesou
non)trouveuneuniquereprÂesentationenlambda-calcul,cequipermetd'endÂeduirelacorrection
desprogrammesextraits.

Le restede la thÁeseestconsacrÂe Áa quelquesexemplesainsi qu'Áa l' ÂetudedesproblÁemesposÂes
parla dÂe®nitiondel' ÂegalitÂesurlestypesdedonnÂeesin®nies.

Abstract

The ªproofs as programsºparadigmidenti®esproofs in naturaldeductionwith programsin
purelambda-calculus.However, its usagewithin SecondOrderFunctionalArithmetic, dueto
LeivantandKrivine, doesn't producerealisticprograms.To partiallysolvethisproblem,Parigot
introduceda least®xpointconnectiveusedto constructinductivetypes.This thesisstudiesa
simultaneousextensionwith leastandgreatest®xpoints.Thelatteris usefulfor de®ningin®nite
datastructureslike ªstreamsº.

Our approachis original becausein®nitedatastructuresarerepresentedby non-normalizable
terms.Nevertheless,for a largepartof thesystem,we canreplacenormalizationby thenotion
of hereditarysolvability.

We alsoshowthateachelementof a datatype(®niteor in®nite)hasa uniquerepresentationin
purelambda-calculus.We usethis to provethatextractedprogramsarecorrect.

Theremainderof thethesisdealswith someexamplesaswell astheproblemof theequalityon
in®nitedatatypes.
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Chapitre1

Intr oduction.

1.1
�����

et lessystÁemesde types.

Depuisles travauxde Curry, beaucoupde systÁemesde typesont ÂetÂe crÂeÂes(Automathde De
Brujn, [6], le systemF de Girard [7], la thÂeoriedestypesde Martin-LÈof [18], le Calcul des
ConstructionsdeCoquandet Huet[5] , � � � ). Le dÂenominateurcommunÁatouscessystÁemesest
l'extractiondeprogrammesÁa partir depreuves,grÃaceÁa l'isomorphismedeCurry-Howard[8],
qui Âetablitunecorrespondanceentrelesprogrammeset lespreuvesdeleursspÂeci®cations.

L'un d'eux est l'arithmÂetiquefonctionnelledu secondordre( ���
�
), due Áa Leivant et Krivine

[11, 12,14]. CesystÁemeestsousbiendesaspectsun peuÁa part.Nousallonscommencercette
introductionenrappelantlesprincipesqui font saspÂeci®citÂe.

Tous les systÁemesde typesexploitentles relationsentreune logique donnÂee, ÂequipÂee d'un
systÁemededÂeduction,etun langagedeprogrammationthÂeorique,la plupartdutempsdÂerivÂedu

�

-calcul de Church[3] (cesdeuxnotionssontparfoisfortementimbriquÂeesvoire totalement
confondues).

Le systÁeme ����� nedÂerogepasÁa cetterÁegle.La logiqueutilisÂeeestla logiqueintuitionnistedu
secondordre: lesformulessontconstruitesÁa partir destermesdu premierordre,desvariables
deprÂedicatset desconnecteursd'implication et dequanti®cationuniverselledu premieret du
secondordre.

PremiÁere spÂeci®citÂe d' ���
�

: le choix de la logiquedu secondordre.La proximitÂe de cette
logiqueavecla pratiquemathÂematiquecouranteest une desmotivationsde ce choix. C'est
pourquoil'un desprincipesdebaseestdenepasÂetendrela logiquesous-jacenteausystÁemea®n
derestersurlesbasesmathÂematiquesdela logiquedusecondordre(intuitionnisteouclassique).
En consÂequence,toutesles extensionsquenousproposonssontconservatives.Elles ont pour
uniquebut l'optimisationdesprogrammesextraits.

La possibilitÂededÂe®nirdemaniÁereinternelesªtypesdedonnÂeesºreprÂesenteunautreavantage
dela logiquedusecondordre.Il suf®tpourcelad' Âetendrele langageenajoutantlesconstructeurs
du nouveautype. Il n'est doncpasnÂecessaired'ajouterd'axiomes.Parexemple,pour dÂe®nir
l'ensembledesentiers,il suf®td'ajouterlesconstantes� (zÂero)et � (successeur)aulangageet
de dÂe®nirl'ensembledesentierscommele plus petit prÂedicatcontenantzÂero et clos pour la
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fonctionsuccesseur. CelaconduitÁa la formulesuivante:

���������
	���
��

���

	������������

�

�����������

Secondeparticularit Âed' ����� : l'utilisation d'axiomessousformed' ÂequationscommespÂeci®-
cationsdefonctions.LesprogrammessontalorsextraitsdelapreuvedetotalitÂedecesfonctions.
Le systÁemeProPredeManouryetSimonot[17,20],qui permetdeconstruireautomatiquement
la preuvedetotalitÂed'un grandnombredefonctions,etd'assurerquele programmeextraitsuit
l'algorithmedÂecritparlesÂequations,montrel'int ÂerÃetdecetteapproche.

Ainsi, pourun programmecalculantl'addition, onajouteaulangageuneconstantedefonction
�! " . L'addition estspÂeci®Âeeparles Âequationsusuelles:

�# " 

�

���

�$�%�&�

et �# ' 

�

�

�

�

�����

�

�# ' 

�(�

�

�$�

Le programmeestalorsextraitd'unepreuvedela formuleaf®rmantquel'addition esttotale:

	��)	��



�*�+���

�

�����!��� �*�

�! " 

�,�

�

�����
�

LespreuvessontrÂealisÂeesendÂeductionnaturelle.De plus,pourextrairele programme,on ne
gardetracequedesaxiomesetdesrÁeglesd'introductionetd' Âeliminationdel'implication. Ainsi,
on extrait destermesdu

�

-calcul pur (les variablesprovenantdesaxiomes,l'application de
l' Âeliminationdel'implication et l'abstractiondesonintroduction).

TroisiÁemeparticularit Âed' ���
� : l'utilisation du

�

-calculpur.Cechoixestjusti®Âe,carle
�

-calcul
estsuf®sammentpuissantpourmodÂeliserla plupartdesaspectsdeslangagesdeprogrammation,
toutenÂetantextrÃemementsimple,facilitantainsiraisonnementset preuves.

Lacorrectiondesprogrammesainsiextraitsreposesurl'unicit ÂedelareprÂesentationdesdonnÂees
extraitedela dÂe®nitiondu type(cf [11, 12,14]). Parexemple,dansle casdesentiers,il y a au
plusun termeenformenormaleextraitd'unepreuvedela formule

�*�.-/�

. Ainsi, l'ensembledes
termesde type

���0-��

estunereprÂesentationdesentiersen
�

-calcul pur. Dansle casparticulier
decetteformule,on obtientexactementlesentiersdeChurch,l'entier 1 ÂetantreprÂesentÂe parle
terme

�32 �34

�

4)562

�

. Ainsi, tout termeextraitd'unepreuvede
���

�# ' 

�

� � ��� � �

�,�

serÂeduitÁa l'entier
deChurch 7 .

PourtouslestypesdedonnÂees(listes,arbres� � � ), onadespropriÂetÂessimilaires,qui permettent
d'assurerlacorrectionduprogrammevis ÁavisdesspÂeci®cationsÂequationnelles.Deplus,onpeut
extrairedesprogrammespourtouteslesfonctionsprouvablementtotalesdansl'arithm Âetiquedu
secondordre.Celasuf®tamplement! Ainsi, selimiter Áa la logiqueintuitionnistenerÂeduitpas
l'ensembledesfonctionsprogrammables[11].

1.2 Les typesinductifs.

Malheureusement,les typesdÂe®niscommelesentiersdeChurchont demauvaisespropriÂetÂes.
Essentiellement,chaquepasd'une rÂecurrenceest linÂeaire,au lieu d' Ãetre en tempsconstant.
Ainsi, il n'existepasdeprÂedÂecesseurentempsconstantsurlesentiersdeChurch[9, 24].
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Or, si l'on veutcontinuerd'utiliser le
�

-calculpurcommebasedenotrethÂeorie,il estnÂecessaire
depallier ÁacedÂefauta®nd'avoir ÁanotredispositionunethÂeorieplusrÂealiste.Pourcela,Parigot
introduit destypesrÂecursifs[22]. Parexemple,pour les entiers,on pourrait Âecrirela formule
rÂecursivesuivante:

���������
	���� �

���

	�� 
 �����!��� �

�

�!��� �����

A®n d' Âeviter la gestionde formules rÂecursives,nous ajoutonsun connecteurÁa la logique
permettantd' Âecriredesformulesdela forme:

���

�

���

� � �

���

�
	

-��

� � � � �

-���


Danscetteformule,� estunevariabledeprÂedicatd'aritÂe 1 n'ayantquedesoccurrencespositives
dans� . CetteformuleestalorsinterprÂetÂeecomme���

�(- �

� � � � �

- � �

, ��� Âetantle pluspetitprÂedicat
vÂeri®ant

	 � �

� � �

� � �

���

� � �

� � � � �

� � ���

�

�

��� ���

� �

. CecirevientÁadireque ��� estle pluspetit
point®xedela fonctionqui associele prÂedicat

�

� �

� � �

� �

� auprÂedicat� (cepoint®xeexiste
carla positivitÂede � dans� assurequecettefonctionestcroissante).

CeconnecteurutilisetroisnouvellesrÁegles: deuxpourl' Âequivalenceci-dessus,etunetroisiÁeme
pourexprimerqu'il s'agit d'un pluspetitpoint®xe.

Enutilisantcenouveauconnecteur, la dÂe®nitioninductivedesentierss'Âecrit :

�*�+�����

���

�

��� 	 �



�

���

	�� �

�

��� �

�

��� � �����
�

	

��


ParigotmontrequetouslesrÂesultatsde ���
�

peuventÃetreÂetendus,et quelesprogrammesque
l'on obtientontdesperformancesplusprochesdecellesdesprogrammesdetouslesjours.

1.3 Les typescoÈõnductifs.

CettethÂeorieesttoujoursloin decouvrir touteslespossibilitÂesdeslangagesdeprogrammation
rÂeels.L'une deslacunesestl'absencedetypededonnÂeesin®niestel quelesªstreamsº(canaux
d'entrÂee/sortie).UnesolutionsimplepourajoutercesnotionsestdeconsidÂererle connecteur� ,
interprÂetÂecommeun plusgrandpoint®xe,dualduconnecteur� prÂecÂedemmentintroduit.

NousajoutonsdoncÁa la logiquedesformulesdela forme:

���

�

�
�

� � �

�
�

��	

-
�

� � � � �

-
�




oÁu � est une variablede prÂedicatd'aritÂe 1 n'ayant que desoccurrencespositivesdans � .
Cetteformule est interprÂetÂeecomme ���

��-
�

� � � � �

-
�

�

, ��� Âetantle plus grandprÂedicatvÂeri®ant
	��

�

� � �

�
�

�

���

�,�
�

� � � � �

�
�

���

�

�

��� ���

� �

. Nousajoutonsalorstrois rÁeglesausystÁeme,ana-
loguesÁacellesduconnecteur� ..

Le proposde cette thÁeseest d' Âetudier les propriÂetÂes et les possibilitÂes du systÁeme � �����

�

(arithmÂetiquefonctionnelledu secondordre avecplus petit et plus grandpoints®xes)ainsi
dÂe®ni.
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CesnotionsdetypesinductifsetcoÈõnductifsont ÂetÂe ÂetudiÂeesdansle cadred'autressystÁemesde
types[19, 23,25,4]. CetravailestnÂeanmoinsnouveau,carlesproblÁemessontabordÂessousun
jour diffÂerentdu fait desspÂeci®citÂesd' � � � .

CesdiffÂerencesproviennentessentiellementdedeuxsources:

� DÂe®nitiondestypesdedonnÂeespardesformuleslogiques(plutÃot queparajoutexterne,
commedansla plupartdesautressystÁemesdetypes).

� Utilisationdu
�

-calculpur.

Ainsi le typedesªstreamsºestextrÃemementprochedutypedeslistes.Lesdeuxtypesutiliseront
un constructeurd'aritÂe deux(le type liste utilisanten plus un constructeurinitial d'arit Âe zÂero
pourla listevide).La seulediff Âerenceimportanteestl'utilisation du connecteur� Áala placede

� .

LestypesdedonnÂeesin®niesnesontdoncpasdÂe®nispar la donnÂeedesdestructeursdu type,
maisbien parcelledesconstructeursdu type.Cetteapprocheanaloguedestypesde donnÂees
®nieset in®niespermet,enutilisantlesdeuxconnecteurs� et � , dedÂe®nirdenouveauxtypes,
telsquedeslistesin®niesde

�

et de � n'utilisantqu'un nombre®nide � .

LareprÂesentationdestypesdedonnÂeesin®nies,en
�

-calculpur,pardestermesnonnormalisables
estunenouvellecaractÂeristiquedecetteapproche.Nousmontronsqu'ainsi la notiondetypede
donnÂeesdeKrivine peutÃetreÂetendueauxtypesin®nis,enobtenantl'unicit Âedela reprÂesentation
dechaqueÂelÂementdu typededonnÂees(pourla 
 -Âequivalence,ou ÂegalitÂedesarbresdeBÈohm).

En contrepartiedecetteapproche,on perdtoutepropriÂetÂedenormalisationforteou faible.Par
contre,nousÂetudionsdespropriÂetÂestellesquela rÂesolubilitÂeou la 
 -rÂesolubilitÂe(absencede �

dansl'arbre deBÈohm)destermestypÂes.

NousnousintÂeressonsaussiÁadesexemplespratiques,tel leclassiquecribled'EratosthÁene.Nous
montronsaussicommentunereprÂesentationnon-standarddesentierspermetdetypertoutesles
fonctionsrÂecursivespartielles.

De plus,en essayantde rÂesoudreles problÁemesposÂespar l' ÂegalitÂe sur cestypesde donnÂees
in®nies,nousdÂevelopponsunedÂe®nitionoriginalede l' ÂegalitÂe sur les typesdedonnÂeesaussi
bien®niesquein®nies.CeladÂebouchesurunconceptnouveaudetypededonnÂeesavecÂegalitÂe,
oÁu l'on dÂe®nitle typeparuneformulebinaire �

���

�

�!�

af®rmantque
�

estun ÂelÂementdu typeet
qu'il estÂegalÁa

�

. NousmontronsalorsquecettenotionpermetdedÂe®nirdestypesquotients.

1.4 Autr estravaux sur lestypesinductifs et coÈõnductifs.

Beaucoupdetravauxont ÂetÂepubliÂestraitantduproblÁemedesdÂe®nitionsinductivesÁa l'int Âerieur
dediffÂerentsformalismes.Deplus,quelques-unsd'entreeuxtraitentaussidestypescoÈõnductifs.
Nousallonsmaintenantcomparercertainesdecesapprochesavecla notre.

Le travail le plus procheestcelui de Michel ParigotpuisquenotresystÁemeestuneextension
directedusien.Ainsi, si on restreint�������

�

pourn'utiliser quele pluspetitpoint®xe,onobtient
quasimentlesystÁeme����� (ThÂeoriedesTypesRÂecursifs)prÂesentÂedans[22]. LaseulediffÂerence
estla prÂesencedans����� d'unerÁegleutilisantl'inclusionqui peutsesubstituerÁala rÁegledeplus
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petit point ®xe(aussiprÂesentedans ����� ). Celle-ci permetde dÂeriver desrÁeglesd'induction
sur les typesde donnÂeesn'utilisant pasde points®xesdansles termesextraits,aveccomme
consÂequenceunrÂesultatdenormalisationforte.Toutefois,cetteapproche,basÂeebeaucoupplus
surla notiond'inclusion,nesemblepaspouvoirs'ÂetendreauxtypescoÈõnductifs.C'estpourquoi
nousavonsprÂefÂerÂe ÂetudieruniquementlesrÁeglesutilisantun point ®xe.On reprendcependant
la notiond'inclusiondeParigotdansle chapitre6, sousuneformetrÁessimpli®Âeeetuniquement
pouroptimiserlesprogrammesextraits.

LestravauxdeLeivantsontaussiassezproches.Celan'a riend' Âetonnant,puisqu'ilestÁal'origine
du systÁeme ����� [14]. Dans[16], Leivant montrecommentutiliser desdÂe®nitionsinductives
en logiquedu secondordreet enextrairedesprogrammes.L'approcheestsimilaire Áa cellede
Parigot,avectoutefoisunpointdevuel ÂegÁerementdiffÂerent.Eneffet,LeivantprÂesentediffÂerents
morphismesassociantdesprogrammesaux preuves,tandisqueParigotutilise un formalisme
plusprochedessytÁemesdetypes,oÁu le termeextraitestfabriquÂeconjointementavecla preuve,
laissantmoinsde libertÂe pour comparerdiffÂerentespossibilitÂesd'extraction.Toutefois,cette
diffÂerencen'estpasessentielleet lesdeuxsystÁemessontproches(parexemple,on obtientles
mÃemesreprÂesentationsen

�

-calculpurpourlesdÂe®nitionsinductivesdestypesdedonnÂees).

Cestravauxont en communun systÁemetrÁesprocheet ne traitentpasdestypescoÈõnductifs.
Toutefois,ceux-cion ÂetÂe introduitsdansd'autressystÁemesdetype.Parexemple,danssathÁese
[19], Mendlerproposeuneextensiondu systÁeme

���������

(prochedu systÁemede Martin-LÈof)
avecdestypesinductifsetcoÈõnductifs.Bienquedupointdevuedela logiquenosdeuxsystÁemes
diffÁerentbeaucoup,lesdÂe®nitionsdesdeuxpoints®xesrestentintuitivementidentiques.Ainsi,
lesconnecteurs� et � deMendlertrouveuneinterprÂetationetdesrÁeglessimilaires: parexemple,
lesrÁegles �
	��

�

�

��
�� � 


�

������� ����� ���

�
	




�

������� ����

���

�
	��

�

�

�







�

�������

�

�

�
	��

�

�

�

&


�

�������6���

��	��

��-��

�

���

�

��- �

�

� ��
�� �,


�

������� ����� ���

sontrespectivementanaloguesaux rÁeglesde factorisationdu plus petit point ®xeet de dÂeve-
loppementdu plusgrandpoint ®xe,tandisquelesrÁegles�! 

�#"

et �# 

�$"

sontlesanaloguesdenos
rÁeglesdepluspetitet deplusgrandpoints®xesavecinclusion.

Le point de divergencele plus notablesembleprovenirdu fait que,dansla thÂeoriedestypes
de Martin-LÈof, on confondles programmeset les termesdonton ÂetudielespropriÂetÂes,tandis
quedansle systÁeme ���

�
les deuxnotionsrestentsÂeparÂees.En consÂequence,lorsqu'onenri-

chit le langagedesobjetsa®nde prouverles propriÂetÂesde nouvellesstructures,il est aussi
nÂecessaired'ajouterdesrÁeglesde rÂeductionpour lesnouvellesconstantes.Ce faisant,on doit
prÂeserverlanormalisationforte,carla rÂeductiondesobjetsÁauneformecanoniqueestunprincipe
fondamentaldecegenredesystÁeme.

Ainsi, dans le cas du plus petit point ®xe, la rÁegle �
 

�#"

introduit un terme de la forme
�

 

�#"
�

�$%

�

�

�'&)(

�

, qui se rÂeduit en
(

�

�
 

�#"
�

�$%

�'& �

�

(

�

�

�

�

&

�

�!�

. Ce termese rÂeduit donc comme
�+*

�'& �

�

(

�

�

(oÁu
*

seraituncombinateurdepoint®xe),cequi le rendsimilaire Áaun termeextrait
dela rÁegledepluspetitpoint®xequel'on utilise.La seulediff Âerenceestquele point®xen'est
rÂeduit qu'en prÂesencede deuxarguments,ce qui assurela normalisationforte car le second
argumentestenuncertainsensbienfondÂeentantqu'ÂelÂementd'un pluspetitpoint®xe.
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Dansle casduplusgrandpoint®xe,la rÁegle �  

�#"

introduituntermedela forme �  

�$" �

�$%

�

�

�'&)(

�

.
CetobjectÂetantun ÂelÂementd'un typedela forme

�

�

����� � � �

, il estpotentiellementin®ni.Il ne
doit doncpasÃetrerÂeduit comme

�+*

�

�

�'&)(

�

�

. En fait, c'est l'introduction de la constante
�

�$-

,
associÂeeau dÂeveloppementdu plus grandpoint ®xe,qui bloquela rÂeductiongrÃaceÁa la rÁegle
suivante:

�

��- �

�  

�$" �

�$%

�'& �

�

(

� �

�

(

�

�  

�$" �

�#%

� & �

�

(

�

�

�

�

&

�

�!�

.

Onvoit ici apparaÃõtrecequi sembleÃetrela diffÂerencemajeureentrelesdeuxapproches: le fait
debloquerla rÂeductiondesobjetspotentiellementin®nisenassociantuncontenualgorithmique
aux rÂeglesde dÂeveloppementou de factorisationdu plus grandpoint ®xe.Ce blocagede la
rÂeductionrevientdansd'autrestravauxsur le sujetcommeceuxdeLeclercet Paulin-Mohring
[13] qui ontetudiÂecommentajouterlestypescoinductifsaucalculdesconstructions.Toutefois,
desrÂealisationsplusrÂecentescommelestravauxdeTatsuta[25] oudeCoquand[4] abandonnent
aussila normalisationsanscependantproposerderÂesultatssimilairesÁa ceuxdeschapitres4 et
5.

1.5 Organisation de la thÁese.

La lecturede cettethÁesesupposepeude prÂe-requis.Avant tout, unebonneconnaissancedu
�

-calcul pur est nÂecessaire.Le lecteurtrouveradansl'appendiceA les dÂe®nitionsde la 
 -
Âequivalenceet de la 
 -rÂesolubilitÂe, deuxnotionspeucommunesquenousutilisonsdansles
chapitres4 et 5. Il estaussiindÂeniablequ'unepratiquedessystÁemesdedÂeductionet du calcul
desprÂedicatsfacilite la comprÂehension.

Lechapitre2estconsacrÂeÁala prÂesentationdusystÁeme.Il commenceparla dÂe®nitiondusystÁeme
���

�
avantdel' ÂetendrepourdÂe®nir���

� �

�

. Ensuite,nousdÂemontronsle lemmederÂeductionqui
assurela conservationdu typependantla rÂeduction.

Le chapitre3 traitedesÂemantique.Nousy dÂe®nissonsla notiond'interprÂetationety dÂemontrons
le lemmede conservationqui af®rmeque l'ensembledestermesde type � est inclus dans
l'interprÂetationdu type � . Cettenotionestle principaloutil utilisÂedansleschapitressuivants.

Le chapitre4 s'intÂeresseaux propriÂetÂes de la normalisationdansce systÁeme Âetendu.Nous
montronsdeuxrÂesultatspermettantdeconclureÁa la 
 -rÂesolubilitÂedestermestypÂes.Le premier
rÂesultatutilise le systÁemecompletet donneune conditionsÂemantiquesur les formulesa®n
quetouslestermestypÂessoienthÂerÂeditairementrÂesolubles.Le deuxiÁemedonneunecondition
syntaxiquesimplepourle systÁemeavecle plusgrandpoint®xeuniquement.

Le chapitre5 ÂetudielestypesdedonnÂees.AprÁesprÂesentationd'un certainnombred'exemples,
nousreprenonsla dÂe®nitionde la notion de type de donnÂeesdue Áa Krivine [11, 12], qui est
suf®santepourjusti®erla mÂethodedeprogrammation.NousexposonsensuiteunemÂethodede
constructiond'uneclassedetypededonnÂeespluslargequecequi ÂetaitdÂejÁaconnu(puisqu'elle
contientdestypestelslesstreams),maisquiresteinclusedanslanotiondeKrivine.Lesexemples
detypesdedonnÂeesin®niesintervenantdanscechapitresontlesstreamsetquelquesvariations
surlessuitesin®niesde0 et1 obtenuesenmÂelangeantunpluspetitet unplusgrandpoint®xe.

Le chapitre6 introduit un certainnombrede rÁeglesdÂerivÂees,ainsi queles optimisationsqui
permettentd'enextrairedestermesplussimples.
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Le chapitre7 contientdeuxexemplesd'applications: le cribled'EratosthÁene(qui n'estpassans
surprise),et l'utilisation d'un typededonnÂeesnon-standardpourlesentiersqui permetdetyper
touteslesfonctionsrÂecursives.

Le chapitre8 est consacrÂe aux problÁemesposÂes par la dÂe®nitionde l' ÂegalitÂe. On y dÂe®nit
l' ÂegalitÂesurlestypesdedonnÂeesin®niesainsiquela notiondetypededonnÂeesavecÂegalitÂequi
permetdedÂe®nirdestypesquotients.

La thÁeseseterminepardesappendices,oÁu l'on trouvela dÂe®nitiondela 
 -Âequivalenceetdela

 -rÂesolubilitÂe(appendiceA), la justi®cationlogiquedesrÁeglesdepoints®xesqui montrentque
la logiquesous-jacenteÁa ����� �

�

estuneextensionconservativede la logiqueintuitionnistedu
secondordre(appendiceB), et la dÂe®nitiondenouveauxconnecteurspermettantdesimpli®er
les termesextraitsenomettantle contenualgorithmiqued'une partiede la preuve(appendice
C). Danscesappendices,nousdÂe®nissonsdesnotionset prouvonsdesrÂesultatsqui sontpar
ailleursutile pourle restedela thÁese,maisqui nesontpasnouveaux.

L'appendiceD estun index desnotationset conventionsutilisÂeestout au long de ce travail.
Certainesnotationsnesontintroduitesquedanscetappendice,le lecteurestdoncinvit Âe Áa s'y
reporterfrÂequemment.
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Chapitre2

DÂe®nitiondu systÁeme.

2.1 DÂe®nitiondu systÁeme
��� �

.

RappelonsbriÁevementla syntaxeet lesrÁeglesdetypagedusystÁeme���
� .

LapremiÁerechoseÁafaireestdedÂe®nirl' alphabetutilisÂepourconstruirelesformulesdusystÁeme.
Pourcela,donnons-nouslesensemblesin®niset dÂenombrablessuivants:

��� (variablesdu premierordre).

���

�

pourtoutentier 1 (variablesdeprÂedicatd'aritÂe 1 ).

���

�

pourtoutentier 1 (constantesdefonctiond'aritÂe 1 ).

L' alphabet� de ���
�

estalors

�

�

����

�
	��

�

��
 ���

����

�
	��

�

�

 ���

�

���
�

�

	

�

�

�

���

�

L' Âetapesuivanteestla dÂe®nitionde l'ensemble� destermeslogiques(ou termesdu premier
ordre) et de l'ensemble � desformules, commeles plus petits sous-ensemblesde mots sur
l'alphabet � vÂeri®ant:

��


� si
��


�

�




� si �




�

�

�

��-
�

� � � � �

-
�

��


� si
��-

�

� � � � �

-
�

�)


�

�

et
�




�

�

� 


� si
� 


�

�

����-
�

� � � � �

-
�

��


� si
��-

�

� � � � �

-
�

�)


�

�

et
� 


�

�

�

�

� � ��


� si
�

� �

� ��


�

�

� 	��

�

� 


� si �




� et
��


�

� 	 �

�

�)


� si �




� et
� 


�

�

On dÂe®nit
�

alors les notionshabituellesde variableslibres ou li Âeespar un quanti®cateur(ici
uniquement

	

), puisla � -Âequivalencequi identi®edeuxformulesÂegalesauxnomsdesvariables
�

CesdÂe®nitionsneserontpasdonnÂeesendÂetail ici.
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li ÂeesprÁes,et en®nla substitutiondesvariablesdu premierordrepardestermeslogiques,ainsi
quela substitutiondesvariablesdusecondordrepardesformules(enrenommantlesvariables
li Âeesa®nd' Âeviterlescaptures).CessubstitutionssontnotÂeesrespectivement:

�

�.�

�

-��

et �

� �

�

�

� �

� � �

�

� � � �

�

�

Âetantd'aritÂe 1 .

On considÂereraaussila substitutionphysique, qui substitueune formule sansrenommerles
variablesli Âees,et doncqui autoriselescaptures.On la notera

��	

�

�

�

� �

� � �

�

� � � 


�

�

Âetantd'aritÂe 1 .

CettesubstitutionestutilisÂeepourdÂesignerlessous-formulesd'uneformule.Eneffet,
�

estune
sous-formulede � si et seulementsi � s'Âecrit �

�

	

�

�

� 


.

Le lecteurestinvitÂe Áa lire dÁesmaintenantl'index desnotationsoÁu il trouveratouteslesautres
notations,conventionsouabrÂeviationsrelativesÁa la syntaxedusystÁeme.

Une caractÂeristiqueimportantedu systÁeme ��� � estd'utiliser desÂequationspourspÂeci®erles
fonctionsquel'on veutprogrammer. Pourcela,on sedonneun systÁemed' Âequations� sur les
termeslogiques.Si, enutilisantle raisonnementÂequationnel,on dÂeduit

- � �

dusystÁeme � , on
Âecrira:

�

	

- � �

�

En®n,ondÂe®nitlessÂequents: � 	��

�

�

oÁu
�

estun termedu
�

-calcul, � uneformule,et
�

uncontextedela forme
2��

�

�

�

� � � � �

2

5

�

�

�

(
2��

, � � � ,
2

5 Âetantdesvariablesdu
�

-calculet �

�

� � � � � �

�

Âetantdesformules).Deplus,onsuppose
qu'aucunevariabledu

�

-calculn'estdÂeclarÂeeplusd'unefois dansle contexte
�

. Notonsaussi
quele contexteestgÂerÂecommeunensembledecouples.L'ordre dedÂeclarationn'importedonc
pas.

Ondiraquel'on prouveuntel sÂequents'il a ÂetÂeconstruitenappliquantlesrÁeglesdedÂeductions
suivantes:

� axiome: ���

2��

�

�

�

� � � � �

2

5

�

�

�

	

2�	

�

�
 

pour ��

��
&1

� rÁegleÂequationnelle: ��	��

�

�

�.�

�

���

�

	

� ���

���

�
	��

�

�

�.�

�

� �

� introductiondel'implication :
2

�

� �

� 	��

� �

���

� 	

�32

�

�

�

� �

� Âeliminationdel'implication :
�
	��

�

�

� �

��	��

�

�

���

��	

�

���

�)� �



2.2. EXTENSIONDU SYSTÁEME. 19

� introductiondel'abstractiond'ordre1 :
�
	��

�

� et
�

nonlibre dans
�

���

�

�
	��

� 	��

�

� Âeliminationdel'abstractiond'ordre1 :
�
	��

� 	��

�

� �

�

� 	��

�

�

�.�

�

�$�

� introductiondel'abstractiond'ordre2 :
� 	��

�

� et
�

nonlibre dans
�

���

�

��	��

� 	��

�

� Âeliminationdel'abstractiond'ordre2 :
��	��

� 	��

�

���

�

�
	��

�

�

� �

�

�

� � �

On nes'intÂeresserapasendÂetail auxpropriÂetÂesdecesystÁemequi sontdÂecritesdans[11, 12].
Onva directementproposerl'extensionqui fait l'objet decettethÁese.

2.2 Extensiondu systÁeme.

Commenousl'avonsvu dansl'introduction, lesprogrammesobtenusdansle systÁeme ����� pur
nepeuventprÂetendreÃetrerÂealistes.L'extensionquenousproposonscombleenpartiecedÂefaut.

Nous allons ajouter Áa la logique deux connecteursqui vont permettrede dÂe®nirdes types
inductifsautorisantunereprÂesentationplus ef®cacedestypesde donnÂeesusuels,et destypes
coÈõnductifspermettantdedÂe®nirdestypesdedonnÂeesin®nies.

Oncommenceparajouter
�

�

� 	/�




� � ����� Áal'alphabetd' � �
� qui devient:

�

�

�

�

�

�
	��

�

�




� �

�

�

�

�
	��

�

�




� �

�

� �
�

�

	

�

�

�

�

�

�

� 	��




� � ���

�

�

OnnepeutpasdÂe®nirdirectementl'ensembledesformules,carnosdeuxnouveauxconnecteurs
( � et � ) nÂecessitentuneconditiondepositivitÂedesoccurrencesdela variabledeprÂedicatqu'ils
lient. On dÂe®nitdoncd'abordl'ensemble�

�

despseudo-formulesenajoutantsimplementnos
deuxconnecteurs.L'ensembledespseudo-formulesestdoncle pluspetitensembledemotssur
l'alphabet � vÂeri®ant:
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��


� si
��


�

�




� si �




�

�

�

��- �

� � � � �

- � ��


� si
�(- �

� � � � �

- � ��


�

�

et
�




�

�

� 


�

�

si
� 


�

�

����- �

� � � � �

- � ��


�

�

si
�(- �

� � � � �

- � ��


�

�

et
� 


�

�

�

�

� � ��


�

�

si
�

� �

� ��


�

�

�

� 	��

�

� 


�

�

si �




�

�

et
��


�

� 	 �

�

�)


�

�

si �




�

�

et
� 


�

�

�

�

�

� �

� � �

�

� �

��	

- �

� � � � �

- � 
�


�

�

si
� 


�

�

,
��


�

�

, �




�

�

et
-�


�

�

�

�

�

� �

� � �

�

� �

��	

- �

� � � � �

- � 
�


�

�

si
� 


�

�

,
��


�

�

, �




�

�

et
-�


�

�

Notonsque,dans�

�

�

� �

� � �

�

� �

��	

- �

� � � � �

- � 


et �

�

�

� �

� � �

�

� �

�
	

- �

� � � � �

- � 


, lesoccurrences
des variables

�

,
� �

� � � � �

� �

apparaissantdans � sont li Âees, tandis que les occurrencesde
� �

� � � � �

� �

dans
- �

� � � � �

- �

restentlibres.

A®nd'introduirecetteconditiondepositivitÂe,on associealorsÁa chaquepseudo-formuledeux
ensembles���

�

�

�

et ���

�

�

�

qui sontlesvariablesdeprÂedicatayantdesoccurrencesrespective-
mentpositivesounÂegativesdans� . CesensemblessontdÂe®nisparinductionsurla construction
dela formule:

�

�

������-
�

� � � � �

-
�

� � �

�

�

� �

�

�(�*�(-
�

� � � � �

-
�

� � � �

���

�

�

� � � �

���

� � �
�

���

�

�

�

���

�

�

� � � �

���

� � �
�

�	�

�

�

�

���

� 	 �

�

� �

���

�

�

�

���

� 	��

�

� �

���

�

�

�

���

� 	��

�

� �

���

�

�

��


�

�

� ���

� 	 �

�

� �

���

�

�

��


�

�

�

���

�

�

�

�

�

�
	

- 
 � �

���

�

�

��


�

�

� ���

�

�

�

�

�

�
	

- 
 � �

���

�

�

��


�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
	

- 
 � �

�

�

�

�

��


�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�
	

- 
 � �

�

�

�

�

��


�

�

�

OnpeutmaintenantdÂe®nirl'ensemble� desformulesdunouveausystÁemecommel'ensemble
despseudo-formulesqui ont �

�

�

�

��	

- 


ou �

�

�

�

��	

-�


commesous-formuleseulementsi
� 



���

�

�

�

(c'est Áadireque
�

n'a quedesoccurrencespositivesdans� ).

On interprÁetela formule �

�

�

�
�

� � �

�

�
�

��	

-
�

� � � � �

-
�




, (resp.� ) comme
����-

�

� � � � �

-
�

�

oÁu
�

est
le pluspetit (resp.le plusgrand)prÂedicatvÂeri®ant

	��
�

� � �

	 �
�

�(�*�,�
�

� � � � �

�
�

� �

�

�

. On peut
aussil'interprÂetercomme

�*�(-
�

� � � � �

-
�

�

,
�

Âetantle plus petit (resp.le plus grand)point ®xe
de la fonctionqui associeauprÂedicat

�

le prÂedicat
�

�

� . La conditiondepositivitÂe assurela
croissancedecettefonctionet doncl'existencedu point ®xe.On noteraquecesprÂedicatssont
dÂe®nissablesdans���

� (cf annexeB), maisnepermettentpasd'extrairelesprogrammesvoulus.

OnutiliseratrÁessouventdessubstitutionsdela forme �

�.�

�

�

�

�

�

�

� �

	

� 
 �

. Or, l'expression
�

�

�

�

�

� �

	

� 


est,enquelquesorte,� -ÂequivalenteÁa �

�

�

� �

. Doncpoursimpli®er, onnotera
cettesubstitution�

�0�

� �

�

�

� � �

.

OndÂe®nitaussilesnotionsdevariablesvisiblementpositivesetvisiblementnÂegativesdansune
formule � . On dÂe®nitcesnotionsparinductionsurla hauteurdela formule � :

�

�

estvisiblementpositivedans� si etseulementsi onestdansl'un descassuivants:

± �

� �*� -6�

.

± �

� � ���

, avec
�

visiblementpositivedans
�

, etsansd'occurrencedans
�

.
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± �

�
	����

, avec
�

visiblementpositivedans
�

et
� 
� �

,
�

dÂesignantunevariable
quelconque(premierou secondordre).

�

�

estvisiblementnÂegativedans� si etseulementsi onestdansl'un descassuivants:

± �

� �*� -6� � �

, avec
�

sansoccurrencedans
�

.

± �

� � ���

, avec
�

visiblementnÂegativedans
�

etsansoccurrencedans
�

.

± �

�
	����

, avec
�

visiblementnÂegativedans
�

et
� 
� �

.

On remarqueraque
�

estvisiblementpositivedans� si et seulement
�

estla variablela plus
Áadroitedansla formule � . Deplus,si

�

estvisiblementpositiveounÂegativedans� alors
�

a
exactementuneoccurrencedans� .

Enfait, la formule
	 ���

�

����� -6� �

(resp.
	 ������� -6���

�

�

) estle castypiqued'uneformuleoÁu
�

estvisiblementpositive(resp.nÂegative).

Cesconditionsimpliquentquesi
�

estinterprÂetÂe par le prÂedicattoujoursvrai (resp.toujours
faux) et si

�

estvisiblementpositivedans� (resp.nÂegative),alors � estvrai. La justi®cation
decesnotionsestpluscompliquÂeeetn'interviendraqu'autraversdu lemme3.13duchapitre3
etdansl'annexeB.

2.3 Les r Áeglesdu nouveausystÁeme.

Onajoutesix rÁeglesÁacellesdu sytÁeme���
�
. Pourjusti®erinformellementlespremiÁeresdeces

rÁegles,considÂeronslesdeuxformulessuivantes:

�

�

�

�

�

�

�

��	

-�


�
�

�

�

� �

�

-,� �0�

� �

�

�

�

�

�

L'interprÂetationde
�

� , impliqueque
�

� et
�

�

sontÂequivalentes.Eneffet,
�

�

�

�

� -6�

, � Âetant
le pluspetit prÂedicatsatisfaisant

	 �'�

�

� ��� �

�

�.�

� �

���

. On endÂeduitdonc
�

�

�

�

� - � �

�

� �

�

-�� �0�

� �

� � �
�

. Les rÁegles�

"

et ��� vont af®rmercetteÂequivalenceet sonabsence
decontenualgorithmique.Un termeseradetype

�

� si etseulements'il estdetype
�

�

.

En fait, on va Ãetre un peu plus gÂenÂeral que cela. CesrÁeglesvont exprimerque pour toute
formule

�

,
�

	�� �

�

�




estÂequivalente
�

	�� �

�
�




. CetteÂequivalenceestdÂerivableÁa partir
de l' Âequivalencede

�

� et
�

�

. Mais celaintroduit une � -expansionau niveaudu termequi se
rÂepercutesur le lemmederÂeduction.En fait, travailleraveccesrÁeglesrevientÁa travailler sur
l'ensembledesformulesquotientÂeesparl' Âequivalencede

�

� et
� �

.

Voici donccesrÁegles(lesrÁegles�

"

et �
� sontobtenuesenremplacËant � par � ) :

� dÂeveloppementd'un point®xe(valableaussiavec � ) :
��	��

� ���

� � �

�

�

�

�
	

- 
	�

��


�
	��

� �
�

� � �
�

�

�

-�� �.�

� �

�

�

�

�

���
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� factorisationd'un point®xe(valableaussiavec � ) :
� 	��

� � �

� � �

�

�

�

-

�

�0�

� �

�

�

�

�

���

�

�

� 	��

� �

�

� � �

�

�

�

��	

- 


�

Pourl'instant,nosdeuxconnecteurssonttraitÂesdela mÃememaniÁere.A®ndelesdistinguer, on
introduitdeuxrÁeglesqui exprimentle fait quecesconnecteursdÂenotentrespectivementunplus
petitetun plusgrandpoint®xe:

� rÁegledupluspetitpoint®xe:
� 	��

� � � 
 �*� �

�

�

�

�

� �

�

�

� 	

*

�

� ��� �

� �

�

�

�

�

�

�

� rÁegleduplusgrandpoint®xe:
� 	��

� � � 
 ��� �

�

�

�

�

� �

�

�

� 	

*

�

� ��� �

� �

�

�

�

�

�

�

� : la rÁegle �
 (resp.�

 ) n' Âetantapplicablequesi
�

n'estpaslibre dans
�

, n'a pasd'occurrence
nÂegativedans� , et estvisiblementnÂegative(resp.visiblementpositive)dans

�

.

La notationª
*

º danslestermesdu
�

-calculdÂenoteun opÂerateurdepoint-®xe.Il peutÃetreaussi
biendÂe®niqueconsidÂerÂe commeuneconstante.On conviendrasimplementquele terme

*

�

se
rÂeduitenuneseuleÂetapede

�

-rÂeductionauterme
�

�

� *

�

.

Dansla pratique,on utilisecesrÁeglessurtoutavec
�

dela forme
	 ���(�*� -6� �

�

�

pourla rÁegle
�

 
etdela forme

	 �'�

�

����� -6� �

dansle casdela rÁegle �
 
.

CesrÁeglessejusti®entinformellementen considÂerantnosnouveauxconnecteurscommedes
points®xes.Parexemple,le plus grandpeut Ãetreconstruitpar inductionordinale,en posant
que ��� est le prÂedicat toujoursvrai et que ��� est l'intersectionpour tout ordinal

���

�

desprÂedicats�

�

�

�

�

�

�

�0�

�

�

�

�

�

� ��� �

. La prÂemissede la rÁegleassureque
���0�

� �	�

�

implique
���0�

� �	�

�

�
�

, la conditionaf®rmantque
�

estvisiblementpositif dans
�

justi®ant
le casde

�

etcelui desordinauxlimites (cf chapitre3).

2.4 Quelquesexemplesde typages.

A®nderendreleschosesun peuplusconcrÁetes,on va introduiredeuxexemplessimples,l'un
utilisantlepluspetitpoint®xe,pourdÂe®nirunereprÂesentationunairedesentiersnaturels,l'autre
utilisantle plusgrandpoint®xepourdÂe®nirlesstreams.

Le lecteurpeut aussise reporteraux chapitres6 et 7 pour desexemplesplus complets(la
lecturedeschapitresprÂecÂedentsn' ÂetantpasnÂecessaire).Cesexemplesserontaussireprisdans
le chapitre5 surlestypesdedonnÂees.
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2.4.1 Les entiersr Âecursifs.

Onsedonnedeuxconstantes� et � respectivementd'aritÂe0 et1. On considÁerealorsla formule
� �+�$�

suivantedÂe®nissantlesentiersnaturels:

� �����"�

���

�

� 	 � 
��

���

	

&

�

�

&

���

�

&

� � ��� �

	

��


PourcomprendrecettedÂe®nition,il suf®tdeconsidÂererla formule

�

�

� �

�!�"�
	 �




�

���

	

&

�

�

&

���

�

&

� � ���

�

�

Cette formule associeau prÂedicat � un prÂedicat
�

�

�

�

� �

�!�

, qui est le plus petit prÂedicat
contenant� et lessuccesseursd' ÂelÂementde � . Il estdoncclair quele pluspetitpoint®xedela
fonctionqui associe

�

�

�

�

� �

� �

Áa � estl'ensembledesentiersnaturels.

Onextraitalorslesprogrammessuivantspourle zÂeroet le successeur:
	

�������

�

�32 �34�2

��� �

�

�

	

�

�

	
	

�

�
� �32 �34

�

4��

� � 	�� �
� ������� � �

�

�����

CettedÂe®nitionpermetd'obtenirdesprogrammessurlesentiersnaturelsenreprÂesentationunaire
qui ont lespropriÂetÂesinformatiquesusuelles.On peutparexempleobtenirun prÂedÂecesseuren
tempsconstant,unprogrammequicalculelepluspetitdedeuxentiersenuntempsproportionnel
aurÂesultat,etc(cf [22]).

2.4.2 Typagedesstreams.

On va maintenantdonnerun premierexempled'utilisation du plusgrandpoint ®xe: le typage
desªstreamsº(ou listesin®nies).On sedonneun constructeurd'arit Âe � notÂe � � eton considÁere
la formule �

�

�+���

caractÂerisantlesstreamsd'objetsdetype � :

�

�

�+�$�"�

���

�

� 	 � � 	��#	�� 


�

��� �

� �

� � �

� �

���

�

� �(��� �����

	

� 


De la mÃememaniÁerequepourlesentiers,considÂeronsla formule

�

�

� �

�!�'�
	�� � 	�� 	�� 


�

��� �

� �

� ���

� �

�
�

�

� �,� ����� �

�

CetteformuledÂe®nitl'ensembledetouslestermesdela forme � �

�
�

�

� �

, oÁu
�

appartientÁa � et
�

appartientÁa � . Le plusgrandpoint®xedela fonctionqui associe
�

�

�

�

� �

�!�

Áa � correspond
doncbienÁa l'ensembledesstreamsd'objetsdetype � .

CommepremiÁereapplication,nousallonstyperle stream���

�

1

�

desentierssupÂerieursou Âegaux
Áa 1 , dÂe®niparl' Âequation

���

�

1

� �

� �




1 � ���

�

�61

�,�

�

Il suf®tdeprouver
	 �



� �+�$� �

���

�

���

�(���,�
�
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Pourcela,il suf®td'appliquerla rÁegledu plusgrandpoint®xesurcetteformule:

	�� 
 � �����"�

� ���

�,���(��� 	��

�

� �+����� 	 �

�

	��#	�� 
 � � �!�

� �

� ���

� �

�
�

�

� �,� ���

���

�,���

���

PourprouvercettederniÁereformule,supposonsque

�

� 	 � �
� �+�$���

� ���

�,��� �

�

��� �����

et
4

� 	��#	��!�
� � �!�

���

� ���

� �

�
�

�

� � �

OnobtientaprÁesquelquesÂeliminations:

� 4 �




�

�

�

�

	
	

�

���

�

� �

� �


 �

� ���

�

�

��� �

etdonc,enutilisantl' Âequation� �

�,�

� ���

�

�

��� � �

���

� ���

, l'introduction del'implication (3 fois) et
la rÁegledu plusgrandpoint®xe,onobtient:

	

�

�

� *

�

�

� � �34 � 4 �




�

�

�

�

	 	

�

�(�

�

� 	 � 
 � �����"�

�
�

�

���

�(���,� �

Onpeutbienentenduaussityperlesfonctions�

��� et �

 �� dÂe®nisparles Âequations

�

���

�

� �

� �

�

� � ��� �

�

 ��

�

� �

� �

�

�#� � � �

La preuveestimmÂediateetonobtient
	

	����

�

�

�

�

�

�32 ��	�2

� � 	 � �

�

�

�+�����

�

�

�

���

�,��� ���

	

	�
 �

�

�

�

�

�

�32 ��	�	

� � 	�� �

�

�

�������

�

�

�

�

 ��

�,���,�(�

2.5 Lemmede r Âeduction.

L'objet decettesectionestdedÂemontrerle lemmesyntaxiquefondamentaldetouslessystÁemes
detype: la compatibilitÂeavecla notionderÂeduction(ici la

�

-rÂeduction).TantÃot appelÂeªprÂeser-
vationdu typeº, tantÃot ªsubjectreductionº,il s'Âenonceainsi:

Proposition2.1(subjectreduction). Si
�

et
�

�

sontdeuxtermestel que
��


�

�

�

et
� 	 �

�

� ,
alors ��	��

���

�

A®ndeprouvercetteproposition,onva d'abordprouvertrois lemmestechniques.

Lemme2.2. Si l'on prouve
� 	 �

�

� , et si � estuneexpressionsubstituableÁa la variable
�

(variabledupremieroudusecondordre) alorsona aussi
�

� �

� �

�

	��

�

�

� �

� �

�

.

(Si
�

�

2��

�

�

�

� � � � �

2

5

�

�

�

, alors
�

� �

� �

�

dÂenote
2 �

�

�

�
� �

� �

�

� � � � �

2

5

�

�

�
� �

� �

�

).

DÂemonstration: OndÂemontrecerÂesultatparinductionsurla hauteurdespreuves.ÂEtantdonnÂee
unepreuvede

�
	

-��

� , ondistinguelescassuivants,enregardantla derniÁererÁegleappliquÂee:
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� s'il s'agit de l'axiome ( �

�

) (preuvede hauteurnulle), on a
�

�

2��

�

�

�

� � � � �

2

5

�

�

�

,�

�

2 	

et �

�

�  . Ona doncsansproblÁeme
�

� �

� �

�

	��

�

�

� �

� �

�

.

� s'il s'agit desrÁegles��� ,
�

 ,
���

,
	

�

� ,
	

�

� , �

"

, �

"

, � � ou � � , il suf®td'appliquerl'hypothÁese
d'induction auxprÂemissesavecla mÃemesubstitution,et d'appliquerÁa nouveaula rÁegle
(dansle casde la rÁegle Âequationnelle( ��� ), il faut remarquerquesi �

	

� � �

alors
�

	

� �+�

�

-������ ���

�

-��

).

� s'il s'agit desrÁegles
	

�

 

,
	

�

 

, �! ou �# (c'est-Áa-direlesrÁeglesintroduisantunquanti®cateur),
alors il peut Ãetre nÂecessairede renommerla variablequanti®Âee (si elle est libre dans
l'expressionsubstituÂee).Pourcela,il suf®td'appliquerdeuxfois l'hypothÁesed'induction
Áala prÂemisse,unefois pourrenommerla variable,unesecondefois poursubstituer� Áa

�

.
Onpeutalorsappliquerla mÃemerÁegle. �

Onremarquequela preuveainsiobtenuea la mÃemestructurequela preuveinitiale. Elle utilise
exactementlesmÃemesrÁegles,dansle mÃemeordre(on a simplementeffectuÂe dessubstitutions
danslesformulesdela preuve).CetteremarqueserautilisÂeedansunepreuveultÂerieure.

Lemme2.3. Si l'on prouve
�

�

2

�

�

	��

� �

et
�
	��

�

� , alorsonpeutprouver
� 	��

�

2

�

�

��� �

DÂemonstration: OndÂemontrecerÂesultatparinductionsurla hauteurdela preuvede
�

�

2

�

�

	

�

� �

. Le casdel'axiome estimmÂediat,la preuvede
�
	 �

�

� donnele rÂesultat(on a �

� �

et
�

�

2

). PourtouteslesautresrÁegles,l'hypothÁesed'inductionappliquÂeeauxprÂemissesdonne
le rÂesultat.

�

Lemme2.4. OnpeuttoujoursfairepasserlesrÁegles��� , �

"

, �

"

, ��� et � � (Âequation,dÂeveloppe-
mentet factorisationd'un point ®xe)aprÁesles rÁegles

	

�

 

,
	

�

� ,
	

�

 

et
	

�

� (rÁegledequanti®cation
universelle).De mÃeme,si l'une desrÁegles ��� , �

"

, �

"

, ��� et � � estavantla prÂemissegauche
de la rÁegle

���

(Âelimination de l'implication), on peut la faire passeraprÁes, en modi®ant
Âeventuellementla preuvedela prÂemissedroite.

DÂemonstration: AucunedecespermutationsneposedeproblÁeme.Examinonsparexempleles
casde �

"

avec
���

et
	

�

�

:
�
	��

��� 	��

�

�

	

�

�

� &

�

�




�



�
	��

��� 	��

�

�

	

�

�

� &

��� 


���

�

��	��

�

�
	

�

�

� &

�
�


 � �

� �

�

donne

�
	��

�'� 	��

�

� � �

�

� &

�

�

�

�

�

�

�
	��

�

�

� �

� �

�

�

�

�

� &

�

�

� �

� �

�

�

� 


�
	��

�

�

� �

� �

�

�

�

�

� &

�
�

� �

� �

�

�

( � ÂetantuneexpressionsubstituableÁa
�

,et
�

� et
�

�

ÂetantdelaformesouhaitÂeepourappliquerla
rÁegle �

"

. Il fautremarquerqu'alors
�

�

� �

� �

�

et
�

�
� �

� �

�

sontaussidela formesouhaitÂee.)
� 	��

���

�

� � �

	

�

�

� &

�

�




��


� 	��

���

�

� � �

	

�

�

� &

�
�




��	��

�

��	

�

�

� &

�
�




�
�

�
	

�

�

�

�

� �

	

�

�

� &

�
�
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donne

��	��

���

�

� � �

	

�

�

� &

�

�




� 	��

�

��	

�

�

� &

� � 


�

�

� 	��

�

��	

�

�

� &

�

�




���

� 	

�

���

�)� �

	

�

�

� &

�

�




� 


� 	

�

���

�)� �

	

�

�

� &

� ��


�

Onpeutmaintenantprouverle lemmederÂeduction:

Proposition. (2.1)Si
�

et
�

�

sontdeuxtermestel que
� 


�

�

�

et
� 	��

�

� , alorsona

��	��

���

�

DÂemonstration: On peutconsidÂerer que
�

se rÂeduit Áa
�

�

en une Âetape,on obtientensuitele
rÂesultatpar inductionsur la longueurde la rÂeduction.ConsidÂeronsdoncdeuxtermes

�

et
�

�

tel que
�

serÂeduiseen une ÂetapeÁa
�

�

, et tel que
� 	 �

�

� . On construitalorsunepreuvede�
	 �

�

�

� parinductionsurla hauteurdela preuvededÂepart.Distinguonslescassuivants,en
regardantla derniÁererÁegleappliquÂee:

� La derniÁererÁeglenepeutÃetrel'axiome,carunevariableneserÂeduitpas.

� Si la derniÁererÁegleestparmi ��� ,
	

�

 

,
	

�

�

,
	

�

 

,
	

�
�

, �

"

, �

"

, ��� ou � � (rÁeglessanscontenu
algorithmique),il suf®td'appliquerl'hypothÁesed'induction Áa la prÂemisse.

� S'il s'agit de l'introduction de l'implication (
� �

), on a
�

�

�32

�

et
�

�

�

�32

�

�

et
�

se
rÂeduitenuneÂetapeÁa

�

�

. Il suf®tdoncd'appliquerÁanouveaul'hypothÁesed'induction Áa la
prÂemisse.

� S'il s'agit de la rÁegledu pluspetit point ®xe( �  ) (resp.du plusgrand( �  )), on a
�

� *

�

.
Onpeutalorsdistinguerdeuxcas:

±
�

�

� *

�

�

avec
�

qui se rÂeduit en une ÂetapeÁa
�

�

. Dansce casil suf®t d'appliquer
Áa nouveaul'hypothÁesed'induction Áa la prÂemisse.

±
�

�

� �

�

*

�

�

. On a alorsunepreuve
�

de
� 	 �

�

�

�

�

�0�

�

�

� � �

, avec
�

non
libre dans

�

n'ayantpasd'occurrencenÂegativedans
�

, et ÂetantvisiblementnÂegative
(resp.visiblementpositive)dans � . On doit trouverune preuvede

� 	

�

�

*

�

� �

�

�0�

�

�

�

�

�

�

� �

	

� 
,�

.

Posonslesnotationssuivantes:

�

�

�

�

�

�

� �

	

� 


�
�

� � �0�

�

�

� �

�

�

� �

�

�

�.�

�

�

� �

�

�

�

�
�

�

�.�

�

�

� �
�

�
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OnpeutconsidÂererla preuvesuivante(enremplacËant � par � dansle casdela rÁegle
du plusgrandpoint®xe):

�

�

�

�

� 	��

�

�

�

�

� �

�

�

� � �

���

�

�
	��

� 	 � 


�

�

�

� �

�

�

� � � �

�

�

�

�
	��

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�
	��

�

�

�

�

� �

�

�

� � �

�

�

�
	

*

�

�

� �

� �

��	

�

�

*

�

�)�

�

� �

�

�

� � � �

�

�

��	

�

�

*

�

�)�

�

� �

�

�

� �

�

�

� S'il s'agitdel' Âeliminationd'uneimplication,ona
�

� �

�

�

�

. Distinguonslescassuivants:

± Si
�

�

� �

�

�

�

�

,
�

se rÂeduisanten une ÂetapeÁa
�

�

. Il suf®t d'appliquerl'hypothÁese
d'induction Áa la prÂemissegauchedela rÁegle.

± Si
�

�

� �

�

�

�

�

, � se rÂeduisanten une ÂetapeÁa �

�

. Il suf®t d'appliquerl'hypothÁese
d'induction Áa la prÂemissedroitedela rÁegle.

± Si
�

�

�32��

et
�

�

�

�

�

2

�

�

�

, la preuvea nÂecessairementla formesuivante:

�

�

�

�

�

�

2

� �

	

�

�

�

���

�
	��

� � �

�

�

�

�

�

�

� 	��

� �

�

�

� �

�

�

�

�
�

� 	

�

� �

�

���

� 	��

�

� �

Dansle morceaudepreuvenotÂe
�

� , il nepeuty avoir quedesrÁeglessanscontenu
algorithmique( ��� ,

	

�

 

,
	

�

� ,
	

�

 

,
	

�

� , �

"

, �

"

, ��� ou � � ). OnpeutÂeliminerlesrÁegles��� ,
�

"

, �

"

, �
� ou �

� . Il suf®tdefairedescendreuneÁaunecesrÁeglessouslesautresrÁegles
de

�

� (
	

�

 

,
	

�

�

,
	

�

 

,
	

�

�

), puissousl' Âeliminationdel'implication (
�

�

) grÃaceaulemme
2.4.On obtientainsiunepreuvedela formesuivante:

�

�

�

�

�

�

2

� �

	

�

�

�

���

�
	��

� � �

�

�

�

�

�

�

�
� 	��

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 	

�

� �

�

�

���

� 	��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 	��

�

�
�

oÁu
�

�

�

n'utilise doncquelesrÁegles
	

�

 

,
	

�

�

,
	

�

 

et
	

�
�

(rÁeglesdequanti®cationuniver-
selle).Onvamontrerquel'on peutserameneraucasou

�

�

�

estvide.Onremarqueque
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�

�

�

commencenÂecessairementpar l'introduction d'un quanti®cateuret se termine
par l' Âeliminationd'un quanti®cateur. ConsidÂeronsla premiÁererÁegled' Âelimination
dans

�

�

�

.
�

�

�

contientdoncla sÂequencesuivante:

�

�

�

�

�

�
	��

� �

� �

�

�

�

� �

�

�
	��

� 	 ���

�

�

�

�

�

�

�

�

� 	��

� �*� �

�

�

�

�

�

�

���

Or
�

n'apparaÃõtpasdans
�

, donc,enappliquantle lemme2.2,on peuttrouverune
preuve

�

�

� de
�
	��

� �*� �

�

�

�

ayantla mÃemestructureque
�

. C'est-Áa-direqu'elle
utilise exactementlesmÃemesrÁeglesdansle mÃemeordre.Ainsi, on a fait diminuer
la longueurde

�

�

�

dedeux.Et, encontinuant,on trouveunepreuvedecetteforme:

�

�

�

�

�

�

�

2

� �
�

�

	

�

�

�

�

�

���

�
	��

� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 	

�

� � �

�

�
�

� 	��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 	��

�

� �

Ensuite,enappliquantle lemme2.3auxpreuves
�

�

et
�

�

� , onobtientunepreuve
�

� �

donnant:
�

�

�

�

� �

� 	

�

�

2

�

�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

� 	

�

�

2

�

�

���

�
�

�

On peutfaire la remarquesuivantesur cettepreuve: si
�

estunepreuvede
� 	 �

�

� , si
�

serÂeduit en
�

�

, alorstoutesles sous-formulesapparaissantdansla preuve
�

�

de
� 	 �

�

�

� ,
construiteci-dessus,peuventÃetreobtenuespardessubstitutionssuccessivesdesous-formules
ou de termeslogiquesapparaissantdans

�

. En effet, lors decetteconstruction,on a ajoutÂe de
nouvellesformulesÁa la preuveuniquementdansle casdu point ®xe( �

�

et
�

�

, sontjustement
obtenuespar des substitutionsde formulesdÂejÁa prÂesentes),et dansle cas de l' Âelimination
de l'implication, par l'application deslemmes2.2 et 2.4 qui eux aussine font apparaÃõtrede
nouvellesformulesqueparsubstitutionsdeformulesdÂejÁaprÂesentes(dansle casdu lemme2.2,
cetteremarquen'estpasvrai engÂenÂeral,maisla formule � Áa laquelleon l'appliquedanscette
constructionestbiendÂejÁaprÂesente).

CetteremarqueserautilisÂeedansunepreuvedu chapitre4.



Chapitre3

SÂemantique.

3.1 DÂe®nitionet premiÁerespropri ÂetÂes.

Le principede la notion d' interprÂetationestd'associerÁa chaqueformule � un ensemblede
termesdu

�

-calcul.OndÂemontreraquecetensemblecontientl'ensembledestermesdetype � .
Ainsi, on auraÁa notredispositionun puissantoutil sÂemantiquepourprouverlespropriÂetÂesdes
termestypÂes.

La puissancedecettenotionprovientdela variÂetÂedesinterprÂetationspossiblespourle quanti®-
cateurdu secondordre.Cesdiff Âerentessortesd'interprÂetationssontdÂeterminÂeesparla donnÂee
d'un sous-ensemble� de �

��� �

, qui est destinÂe Áa Ãetre le domainedanslequelon choisit les
variablesdu secondordre.

�

dÂesignel'ensembledestermesdu
�

-calcul,quotientÂe bar �

� . Il
n'esteneffet pasnÂecessairedetravailleravecdesconditionsmoinsfortesquela

�

-Âequivalence,
puisquetouteslespropriÂetÂesquel'on Âetudiesontcompatiblesavecla

�

-Âequivalence.

DÂe®nition3.1. Donnons-nouspour l'instant un sous-ensemble� de �

��� �

vÂeri®antlescondi-
tionssuivantes:

��� eststablepourl'implication.

��� eststablepourl'intersectionet la rÂeunion.

��� contient
�

et
�

Cetensembleestledomainedevariationdel'interpr ÂetationdesvariablesdeprÂedicatd'aritÂenulle.
Pourtout entier 1 , on dÂe®nitaussile domainedevariationdesvariablesdeprÂedicatd'aritÂe 1

par:
�

�
���

�

�

� (ona donc �

���
�

�

�

�

��� �

)

DÂe®nition3.2. Ondiraqu'un ÂelÂement� de
�

�

� � ��� �

estadÂequat,si �




�

�

.

DÂe®nition3.3. UneinterprÂetation� estdÂe®nieparla donnÂeede:

�	�

�

� 



��

pourchaqueconstanteouvariabled'individu
�

.

�	� �
�





��

�

� �

pourchaqueconstantedefonction � d'aritÂe 1 .
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�	�

�

�







�

�

pourchaquevariabledeprÂedicat
�

d'aritÂe 1 .

Notation: On notera�

� �

� �

�

(
�

Âetantunevariabledu premierou dusecondordreet � Âetant
uneinterprÂetationpossiblepour

�

) l'interprÂetationdÂe®niepar:
�

�

�


�� �������

�

� et �

� �

�


�� �������

�

�

� �

�


 si
� � 
� �

Notation: Pour � et �

�

deuxensemblesde
�

-termes,onnotera:

�	� �

� � �

�


 ��


pourtout
�




� �

�

���

�)


�

� �

L'hypothÁese� stablepourl'implication signi®equesi � et �

�

appartiennentÁa � , alors �	� �

�

aussi.

DÂe®nition3.4. On Âetend,par induction,la dÂe®nitiond'une interprÂetation � Áa tousles termes
logiqueset Áatouteslesformulesenposant:

�	� �

�(- �

� � � � �

- � �

� 


�

� � � 


�

�

- �

� 


� � � � �

�

- �

� 


�

�	�

�*��-
�

� � � � �

-
�

�

�




�

�

�

�




�

�

-
�

�




� � � � �

�

-
�

�




�

�	�

�

� �

� 


�

�

�

� 


�

�

�

� 


�	�

	��

�

� 


�
�

�

�

�

� 
��

�

�����




�


 �

�

�	�

	 �

�

�




�

�

�

�

�

�


�� �������




�




�

�

� (
�

Âetantd'aritÂe 1 )

�	�

�

�

�

�

�
	

- 


� 


�
�

�

�

�

�

-

� 


��


�




�

�

�

	

�


��

�

�

�

� 
�� ���������

�

� �����

�

�

�

�

�

�	�

�

�

�

�

�
	

- 


�




���

�

�

�

�

-

�




��


�




�

�

�

	

�


��

�

�

�

�

�

� �

�

�


�� ���������

�

� ���

�

De plus,on neconsidÂereraqueles � -interprÂetations� satisfaisantles Âequations� du systÁeme,
c'est-Áa-direque �

	

� � �

implique �

�

� 


�

�

�

� 
 (Cetteconditionne serautilisÂeequepour le
lemmedeconservation3.14).

L'interprÂetationdesconnecteurs� et � trouvesontorigine dansl'expressionusuelledu plus
petit et du plus grandpoint ®xed'une fonction croissante

�

. En effet, le plus petit (resp.le
plusgrand)point®xede

�

peutÃetredÂe®nicommel'intersection(resp.la rÂeunion)detousles
�

vÂeri®ant
�

� ���




�

(resp.
�




�

� ���

). Onabesoind'unetelledÂe®nitioncarelleestfondÂeemÃeme
si

�

n'estpascroissante,cequel'on nepeutpasmontreravantd'avoir dÂe®ni
�

!

Commeonva beaucoupmanipulernosinterprÂetationsdeªmaniÁerefonctionnelleº,on introduit
la notationsuivante:

Notation: on note �

�

�
�

� � �

�
�

�

� 
 la fonction qui Áa �

�

� � � � � �

�

associe �

�

� 
�� ��� ��� , oÁu pour
chaque� ona,oubien

�

 
estunevariabledupremierordreet �

 


��

, oubien
�

 
estunevariable

deprÂedicatet �
 




�

�

.

On noteraaussi � 
 �

�

l'ordre canoniquesur �

�

, dÂe®ni par � 
 �

�

si et seulementsi
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

pourtout
�


 �

�

.

Parexemple: �

�

�

�

�
�

� � �

�

�

�

� 





�

�
� � �

�

�

�

� � � �

(
�

Âetantd'aritÂe 1 ).

Aveccettenotation,onpeutsimpli®erla dÂe®nitiondel'interprÂetationdespoints®xesenposant:
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�	�

�

�

�

�

�
	

- 


�




�

�

�

�

�

�

-

�




��


�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�


 � �

�	�

�

�

�

�

�
	

- 


� 


� �

�

�

�

�

-

� 


��


�




�

�

� � 


�

�

�

�

�

�

� 


�

�

�

�

Proposition3.5. Pour touteformule � et toute � -interprÂetation � , �

�

� 
 estadÂequate(c'est-Áa-
dire �

�

� 





� ).

Remarque:Aveccetteproposition,la fonction �

�

�

�

� �

� � �

�

�

�

� 
 de l'exempleprÂecÂedentap-
partientÁa �

� �

�

� .

DÂemonstration: DÂemontronscerÂesultatparinductionsurla hauteurdela formule � .

� Si �

� ��� -6�

, alorspardÂe®nitionde �

�

�

� 
 = �

�

� 


�

�

-

� 


�

qui estadÂequat.

� Si �

� � � �

, par hypothÁesed'induction, �

�

� 
 et �

�

� 
 sontadÂequats.Donc � Âetant
stablepourl'implication, �

�

� 
 estbienadÂequat.

� Si �

� 	 � �

. Dans ce cas,pour tout terme
�

, �

�

�


��

�

����� est adÂequatpar hypothÁese
d'induction,et l'ensemble� Âetantstablepour l'intersection,on trouveque �

�

� 
 estbien
adÂequat.

� Si �

� 	 � �

. Danscecas,pour tout � adÂequat( �




�

�

si
�

estd'aritÂe 1 ), �

�

�


�� �������

estadÂequatparhypothÁesed'induction,et l'ensemble� Âetantstablepourl'intersection,on
trouveque �

�

� 
 estbienadÂequat.

� Si �

�

�

�

�

� �

	

- 


(resp. �

�

�

�

�

� �

	

- 


), commeprÂecÂedemment,l'interprÂetation
de � , qui estconstruitecommeune intersection(resp.rÂeunion)d' ÂelÂementsde �

�

, est
adÂequate.

�

Les deuxpropositionsquel'on va Âenoncermaintenantaf®rmentla compatibilitÂe de la notion
d'interprÂetationavecla substitution.

Proposition3.6. Pour toustermeslogiques
-

�

�

, touteformule � et toutevariable
�

,

�

�

�

- �.�

�

���

�

�

�




�

�

-

�




�

�

��� ��� �

�

et
�

�

�

�

�.�

�

�$�

�

�

�




�

�

�

�




�

�

��� ��� �

�

DÂemonstration: Parinductionsur lestermeslogiques,et Âetenduesansdif®cultÂe auxformules.
�

Proposition3.7. Pour toutesformules� et
�

, et pour toutevariabledeprÂedicat
�

d'arit Âe 1 ,

�

�

�

�

� �

�

�

���

� � �

��� � �

�

�

�




�

�

�

�




�

����� �

�

�
	�	�	

�

��


� �

�

DÂemonstration: Par inductionsur la constructionde la formule et dÂecoulantdirectementde
la dÂe®nitionde l'interprÂetation(il faut remarqueque �

�0�

�

�

�

�
�

� � �

�
�

�

�




�

estbien une � -
interprÂetationparapplicationdu lemme3.5).

�

Cedernierlemmeestfaux pourla substitutionphysique.Toutefois,on peutmontrerle rÂesultat
suivant:
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Proposition3.8. SipourtouteinterprÂetation� ona �

�

�


 = �

�

�

�


 , alorspourtouteinterprÂetation
� , touteformule � et toutevariabledeprÂedicat

�

d'arit Âe
�

, ona :
�

�

�

�
	

�

�

� 


�

�

�




�

�

�

�

��	

�

�

� � 


�

�

�




DÂemonstration: Parinductionsurla constructiondela formule �

�

3.2 Lemmedecroissance.

On va s'intÂeresser, danscettesection,auxpropriÂetÂesde l'interprÂetationli Âeesaux occurrences
positivesou nÂegativesde variablesde prÂedicats.On en dÂeduiraque les connecteurs� et �

correspondentbienrespectivementÁaun pluspetitet Áaun plusgrandpoint®xe.

Lemme3.9(lemmedecroissance).Si � est une formule oÁu
�

variable du secondordre
d'arit Âe 1 n'a quedesoccurrencespositives(resp.nÂegatives),alorspour touteinterprÂetation � ,
la fonction �

�

�

�

� 





�

� �

� estcroissante(resp.dÂecroissante).

DÂemonstration: On dÂemontrele rÂesultatpar inductionsur la constructionde la formule � .
Pendanttoutela dÂemonstration,onconsidÁere � et �

�




�

�

tel que � 
 �

�

(resp.
�

). Il fautdonc
montrerquepourtouteinterprÂetation� , ona �

�

�

�

� 


�

�

�

� �

�

�

�

� 


�

�

�

�

.

Onnote �


�

�

�

�

�

�

�


 (onomettra� quandil n'y aurapasd'ambiguÈõtÂe).

La dÂemonstrationparinductionnousamÁeneÁa considÂererlescassuivants:

�

�

� �*� -6�

(resp.impossible).Ona alors

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

-

�

�

�




�

�

�

�
�

�

�

�

-

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��-
�

� � � � �

-

�

�

et
� 
�

� . �

� estconstantedonccroissanteetdÂecroissante.

�

�

� � � �

, et
�

n'a quedesoccurrencespositivesdans � (resp.nÂegatives).
�

n'a
doncquedesoccurrencesnÂegativesdans

�

(resp.positives)et positivesdans
�

(resp.
nÂegatives).DoncparhypothÁesed'induction, � 
 estdÂecroissante(resp.croissante)et ���

estcroissante(resp.dÂecroissante).

Soit �




�

�

�

�

�

il faut montrerque �




�

�

�

�

�

�

. Soit
�




��


�

�

�

�

quelconque.On a
�




� 


�

�

�

(car ��
 estdÂecroissanteet � 
 �

�

(resp.croissanteet �

�

�

�

)). D'o Áu
�

�

�

��


���

�

�

�

et donc
�

�

�

� 


���

�

�

�

�

(car ��� estcroissanteet � 
 �

�

(resp.dÂecroissanteet
�

�

�

�

)). Onadoncbien �

�

�

�

�


��

�

�

�

�

�

.

�

�

� 	�� �

, et
�

n'a quedesoccurrencespositivesdansF (resp.nÂegatives).
�

n'a donc
quedesoccurrencespositivesdans

�

(resp.nÂegatives).ParhypothÁesed'induction,pour
tout �


 �

, �


�� � �����




estcroissante(resp.dÂecroissante).Il dÂecouledoncdirectementdela
dÂe®nitiondel'interprÂetationque �

� estcroissante(resp.dÂecroissante),car �




�

�

�

�

�

si
etseulementsi pourtout

�


 �

, �




�


�� � �	���




�

�

�

.

�

�

� 	

�

�

. La dÂemonstrationestsimilaireÁa celleducasprÂecÂedent.
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�

�

�

� �

�

� �

	

- 


, et
�

n'a quedesoccurrencespositivesdansF (resp.nÂegatives).
�

n'a
doncquedesoccurrencespositivesdans

�

(resp.nÂegatives).Soit �




�

�

�

�

�

, on doit
montrer�




�

�

�

�

�

�

. ÂEtantdonnÂee �




�

�

tel que �

�

�

�

� �

� 
�� ������� �

�

�

�


�� , il suf®tde
montrer�




�

�

�

-

� 


�

. Or, pourtout
�


��

�

, ona

�

�

�

�

� �

� 
�� �������

�

�

�6�

�

� �

�

�

� 
�� ����� ��� � � ����� �������

�

�

�

� �

�


�� ����� � � � � ���

�

�

�

� �

�

� �

� 
�� ����� � � � � ���

�

�

�

�

(hyp.d'induction)
�

�

�

� 
�� ����� ��� � � ����� ����� � �

�

�

�

�

�

� �

�


�� ����� � �

�

�

� �

�

�

Doncon a
�

�

�

�

� �

� 
�� �������

�

�

�




�

�

�

�

� �

� 
�� �����

�

�

�

�

�


 �

Or commeparhypothÁeseona �




�

�

�

�

�

, onendÂeduit �




�

�

�

-

� 


�

.

�

�

�

� �

�

� �

	

-�


, et
�

n'a que desoccurrencespositivesdansF (resp.nÂegatives).
�

n'a doncquedesoccurrencespositivesdans
�

(resp.nÂegatives).Soit �




�

�

�

�

�

, on
doit montrer �




�

�

�

�

�

�

. Par dÂe®nition,on trouve � tel que
�




�

�

�

-

�



�

et � 


�

�

�

�

� �

�

�� �������

�

�

�

. Il suf®t doncde montrer � 


�

�

�

�

� �

�

�� �����

�
� , quel'on obtient

parunraisonnementanalogueauprÂecÂedent. �

Corollaire3.10. Si � estuneformuleoÁu
�

variable du secondordre d'arit Âe 1 n'a quedes
occurrencespositives(resp.nÂegatives),alorspour touteinterprÂetation � , la fonction

�

�

�

�

�
�

� � �

�

�
�

�

�







�

�
�

�

�

estcroissante(resp.dÂecroissante)

DÂemonstration: CecorollairedÂecouleimmÂediatementdu lemmedecroissance.
�

Corollaire3.11. On dÂeduit du lemmeprÂecÂedentquesi
� 


�

�

est le plus petit (resp.le plus
grand) point ®xede �

�

�

�

�

�

�

�
�

� � �

�
�

�

� 
 (
�

, d'arit Âe 1 , n'ayant que desoccurrences
positivesdans� ) alors :

�

�

�

�

�

�

�

��	

-�


�

�

�




� � �

�

�

�

-

�

�

�




�

(resp.� �

�

�

�

��	

- 


� 


� � �

�

-

� 


�

)

DÂemonstration: PrenonscommedÂe®nitionde
�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��	

��


�

�

�




(resp.
� �

�

�

�

�

�

�

�

�
	

��


�

 )

Ona bienle rÂesultatvoulu.ResteÁa montrerque
�

estbienle point®xerecherchÂe.

� Casdu pluspetit point®xe:si
�


 � �

�

�

ona,pardÂe®nitiondel'interprÂetation,
�




�

�

�

�

pour tout � vÂeri®ant �

�

�

�

�


 � . Donc
�


 � pour tout � vÂeri®ant �

�

�

�

�


 � .
D'o Áu

�


 � si � estunpoint®xede �

� .

ResteÁa montrerque
�

estun point ®xede �

� . D'aprÁesce qui prÂecÁede,et comme �

�

est croissante,pour tout � vÂeri®ant �

�

�

�

�


 � on a �

�

� � �


 �

�

�

�

�


 � . Soit
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�




�

�

� � � �

�

�

. Pourtout � tel que �

�

�

�

�


 � ona
�




�

�

�

�

. Donc
�


 � �

�

�

. Onvient
demontrer:

�

�

� � �




�

De pluscomme �

� estcroissante,on endÂeduitque �

�

�

�

�

� � � �


 �

�

� � �

. Or
�


 �

pourtout � vÂeri®ant�

�

�

�

�


 � , d'oÁu l'inclusion rÂeciproque:
�


 �

�

� � �

� Casdu plusgrandpoint ®xe:pardÂe®nitiondel'interprÂetation,
�


 � �

�

�

si et seulement
s'il existe� vÂeri®ant� 
��

�

�

�

�

et
�




�

�

�

�

. Donc,enparticulier, si � estunpoint®xe
de �

� , ona � 


�

.

ResteÁa montrerque
�

estun point ®xede �

� . Or, d'aprÁesce qui prÂecÁede,et comme
�

� estcroissante,pour tout � vÂeri®ant� 
 �

�

�

�

�

on a � 
 �

�

�

�

�


 �

�

� � �

. ÂEtant
donnÂe

�


 � �

�

�

, il existe � tel que � 
 �

�

�

�

�

et
�




�

�

�

�

. D'o Áu
�




�

�

� � �6�

�

�

. On
vientdoncdemontrer:

�


 �

�

� � �

De plus,comme�

� estcroissante,on endÂeduitque �

�

� � �


 �

�

�

�

�

� � � �

, et puisque
� 


�

pourtout � vÂeri®ant��
 �

�

�

�

�

ona :

�

�

� � �




�

�

3.3 Autr espropri ÂetÂesli Âeesaux occurrences.

Onva ÂetudiermaintenantlespropriÂetÂesli ÂeesÁa la prÂesencedevariablesvisiblementpositivesou
visiblementnÂegatives. La premiÁeredecespropositionsestutilisÂeepourle cas

�

del'induction
ordinale(rÁegles�

 et �
 ) dansla preuvedu lemmedeconservation.

Proposition3.12. Si � estuneformuleoÁu
�

estvisiblementpositive(resp.visiblementnÂegative),
alors,pour touteinterprÂetation � , on a �

�

�




� �

si � vÂeri®e �

�

�




�

�

� � �

(resp. �

�

�




�

�

��� �

)
pour tout

�


 �

�

.

DÂemonstration: On montrece rÂesultatpar inductionsur la constructionde la formule � . Si
�

estvisiblementpositive(resp.visiblementnÂegative)dans � , on estalorsdansl'un descas
suivants:

�

�

� ��� -6�

(resp.casimpossible).On a bien �

�

� 


�

�

�

� 


�

�

-

� 


� � �

, parhypothÁesesur
l'interprÂetation� .

�

�

� � � �

oÁu
�

estvisiblementpositivedans
�

(resp.ou bien
� � �*� -6�

et
�

est
sansoccurrencedans

�

ou bien
�

estvisiblementnÂegativedans
�

et sansoccurrence
dans

�

). Alors l'hypothÁesed'inductiondonne �

�

�



� �

, (resp.l'hypothÁesed'induction
donneoubien �

�

�



� �

, ou bien �

�

�



� �

), d'oÁu le rÂesultat.

� Si �

� 	�� �

ou �

� 	�� �

, l'interprÂetationde � ÂetantdÂe®niecommeuneintersection,
l'hypothÁesed'inductiondonnele rÂesultatvoulu. �
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La propriÂetÂesuivanteestnÂecessairepourle casdesordinauxlimitesdansla mÃemepreuve.

Proposition3.13. ConsidÂeronsdeuxfamilles
�

� �

�

�

�

	

� et
�

� �

�

�

�

	

� indexÂeessur un ordinal � ,
Áa valeurdans�

�

, la premiÁere Âetantcroissante,la secondeÂetantdÂecroissante.Notons�

�

et �

�

lesdeuxÂelÂementsde �

�

suivants:

� �

�

�

�

� � � � �

�

� � � �

���

�

� �

�

�

�

�

� � � � �

�

� �

� �

�

�

�

� � � � �

�

� � �

�

���

�

� �

�

�

�

�

� � � � �

�

� �

ConsidÂeronsaussiuneformule � , unevariabledeprÂedicat
�

d'arit Âe 1 , et uneinterprÂetation
� . On note �

� pour �

�

�

�

�


 . Ona alors lesdeuxpropositionssuivantes:

1. Si
�

estvisiblementnÂegativedans � , ona :

�

�




�

�

�����

���

�

�

�




�

�

�

�

2. Si
�

estvisiblementpositivedans� , on a :

�

�




�

�

��� �

���

�

�

�




�

�

�

�

DÂemonstration: On a � �

�

� �

� et � � 
 � �

� pourtout ordinal
� �

� . Or, l'uniqueoccurrence
de

�

dans� estnÂegative(resp.positive)si
�

estvisiblementnÂegative(resp.positive)dans� .
D'o Áu, par le lemmedecroissance,� �

�

� �

�

�

�

�

�

� �

�

�

(resp. �

�

�

� �

�

�

�

�

�

� �

�

�

) pour tout
ordinal

� �

� . OnendÂeduitlesinclusionssuivantes:

1. Si
�

estvisiblementnÂegativedans� , ona :

�

�




�

�

�

�

�

���

�

�

�




�

�

�

�

2. Si
�

estvisiblementpositivedans� , ona :

�

�




�

�

�

�

�

���

�

�

�




�

�

�

�

On montrel'inclusion rÂeciproque(c'est en fait elle dont on aurabesoin)par inductionsur la
constructiondela formule � .

Premiercas: onsupposeque
�

estvisiblementnÂegativedans� . Ondoit doncmontrer:

�

�




�

�

���
�

���

�

�

�




�

�

�

�

Or
�

ÂetantvisiblementnÂegativedans� , on estdansl'un descassuivants:

�

�

� � � �

, avec
�

sansoccurrencedans
�

et visiblementnÂegativedans
�

.

Supposonsque
�




�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

. Il faut montrerque
�




�

�

�

�

�

�

. C'est-Áa-direque
pour tout

�




���

�

� �

�

, on a
�

���

� 


��


�

� �

�

. Soit
�




���

�

� �

�

quelconque,
�

Âetantsansoccurrencedans
�

, on obtientpour tout
� �

� , � �

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

. Donc
�

� �

��


��


�

� �

�

�

pourtout
� �

� , cequi implique
�

� �

��


�

���

�

� 


�

� �

�

�

. D'o Áu lerÂesultat
parhypothÁesed'induction.
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�

�

� �*� -6� � �

avec
�

sansoccurrencedans
�

Supposonsque
�




�

���

�

�

�

�

� �

�

�

. Il faut montrerque
�




�

�

�

� �

�

. C'est-Áa-direque
pourtout

�




�

��� ���

�

� �

�

, ona
�

���

�)


��


�

� �

�

. Soit
�




�

��� ���

�

� �

�

quelconque,ona :

�

�

�

�

�




�

�

� �

�

�

�

�

�

�

-

�

�

�




� �

�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

-

�

�

�




� �

�

���

�

�

�

�

�

�




�

�

�

�

Il existedonc
� �

� tel que
�




�

��� ���

�

� �

�

�

. De
�




�

�

�

� �

�

�

, ondÂeduit
�

���

� 


� 


�

� �

�

�

,
Or

�

Âetantsansoccurrencedans
�

, on a � 


�

� �

�

� �

� 


�

� �

�

. D'o Áu le rÂesultat.

�

�

� 	

�

�

ou �

�
	�� �

,
�

ÂetantvisiblementnÂegativedans
�

. L'hypothÁesed'induction
donne:

� 





�

�

� � �

���

�

� 





�

�

�

�

Or, l'interprÂetationde � ÂetantdÂe®niecommeune intersection,celle-ci permuteavec
l'intersectionci-dessuset donnele rÂesultatvoulu.

DeuxiÁemecas:
�

estvisiblementpositif dans� . Ondoit doncmontrer:

�

�




�

�

�

�
�

���

�

�

�




�

�

�

�

�

Âetantvisiblementpositif dans� , onestdansl'un descassuivants:

�

�

� �*� -6�

. Ona :
�

�

�

� �

� �

� �

�

�

-

� 


�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

-

�




�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � �

,
�

estvisiblementpositif dans
�

et sansoccurrencedans
�

. Soit
�




�

���

�

�

�

�

� �

�

�

. Il fautmontrerque
�




�

�

�

� �

�

. C'est-Áa-direquepourtout
�




�
�

�

� �

�

,
ona

�

� �

��


�



�

� �

�

. Soit
�




�
�

�

� �

�

quelconque.� � Âetantconstante,ona

���




�

�

���
�

���

�

���




�

�

�

�

Donc pour tout
� �

� , on a
�




���

�

� �

�

�

. Or, comme
�




�

�

�

� �

�

�

, on endÂeduit que
�

� �

� 


� 


�

� �

�

�

pour tout
� �

� . En appliquantl'hypothÁesed'induction,on endÂeduit
�

� �

��


�



�

�

�

�

.

�

�

� 	

�

�

ou �

� 	�� �

,
�

Âetantvisiblementpositif dans
�

. L'hypothÁesed'induction
donne:

� 





�

�

�
�

�

���

�

� 





�

�

�

�

Or, l'interprÂetationde � ÂetantdÂe®niecommeune intersection,celle-ci permuteavec
l'intersectionci-dessuset donnele rÂesultatvoulu. �
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3.4 Lemmedeconservation.

Onva montrermaintenantle lemmefondamentalÁaproposdel'interprÂetation:

Lemme3.14. (lemmedeconservation) Pourtouteformule� , toutterme
�

ettoute� -interprÂeta-
tion �

si
	��

�

� alors
�




�

�

�




DÂemonstration: A®ndedÂemontrercelemme,onprouveparinductionsurla constructiondela
preuvele rÂesultatplusgÂenÂeralsuivant:

si
2��

�

�

�

� � � � �

2

5

�

�

�

	��

�

� et
�

�




�

�

�

�




� � � � �

�

5




�

�

�

�


 alors
�

�

2

�

�

� 


�

�

�




l'induction sefait enregardantla derniÁererÁegleappliquÂee.Danstoutela preuve,onnotera
�

le
contexte

2��

�

�

�

� � � � �

2

5

�

�

�

.

� Si la derniÁererÁegleappliquÂeeestl'axiome( �

�

) :
� 	

2�	

�

�
 

Le rÂesultatestimmÂediatcar
2�	

�

2

�

�

� �

�

	




�

�
 

�

 .

� Si la derniÁererÁegleappliquÂeeestla rÁegleÂequationnelle( � � ) :
��	��

�

�

�.�

�

�$�

�

	

� ���

� 	��

�

�

� �

�

� �

Par hypothÁese,si �

	

� � �

, alors �

�

� 


�

�

�

� 
 . Donc �

�

���

�

���

� 


�

�

�

� 
��

�

��� ���

�

�

�

�

�

� 
��

�

��� � �

�

�

�

�

�

�+�

�

� �

� 
 .

� Si la derniÁererÁegleappliquÂeeestl'introductiond'uneimplication(
�

 ) :
	

�

� �

� 	��

� �

� 	

��	

�

�

�

� �

Alors, par hypothÁesed'induction,si l'on choisit
�

�




�

�

�

�




� � � � �

�

5




�

�

�

�


 , pour tout
�




�

�

� 
 , ona
�

�

2

�

�

���

	

�

�

��


�

�

� 
 . Donc,pardÂe®nitiondel'interprÂetation,ontrouve
�

� 	

�

� �

2

�

�

� 


�

�

� �

� 
 , d'oÁu le rÂesultat.

� Si la derniÁererÁegleappliquÂeeestl' Âeliminationd'uneimplication(
�

�

) :
� 	��

�

�

� �

� 	

�

�

�

�
	

�

�

�

��� �

Alors, par hypothÁesed'induction, si l'on choisit
�

�




�

�

�

� 


� � � � �

�

5




�

�

�

� 
 , on a�

�

2

�

�

��


�

�

� �

� 
 et �

�

2

�

�

��


�

�

� 
 . D'o Áu le rÂesultat,car par dÂe®nitionde
l'interprÂetation,

�

�

�

2

�

�

�

�

�

2

�

�

� � � �

�

�

� �

2

�

�

� 


�

�

� 
 .

� Si la derniÁererÁegleappliquÂeeest l'introduction d'un quanti®cateur(du premierou du
secondordre)(

	

�

 

ou
	

�

 

) :
� 	��

�

� et
�

nonlibre dans
�

� 	��

� 	��

�
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�

n' Âetantpaslibre dans
�

, on a pourtouteinterprÂetation� et pourtouteinterprÂetation �

possiblepour
�

, �

�  

� 
�� �������

�

�

�  

� 
 . Donc,pour tout
�

�




�

�

�

� 


� � � � �

�

5




�

�

�

� 
 , on a�

�

2

�

�

��


�

�

� 
�� ������� . D'o Áu
�

�

2

�

�

��


�

	 �

�

� 
 .

� Si la derniÁere rÁegle appliquÂee est l' Âeliminationd'un quanti®cateur(du premierou du
secondordre)(

	

�

�

ou
	

�

�

) : � 	��

� 	��

�

��	��

�

�

� �

� �

�

Alors, par hypothÁesed'induction, si l'on choisit
�

�




�

�

�

�




� � � � �

�

5




�

�

�

�


 , on a�

�

2

�

�

� 


�

	��

�

� 
 . Donc, en appliquantla dÂe®nitionde l'interprÂetationet le lemme
3.6ou3.7,onobtient

�

�

2

�

�

� 


�

�

� 
�� ����� ���

�

�

�

�

�

� �

� �

�

� 
 , d'oÁu le rÂesultat.

� Si la derniÁererÁegleest le dÂeveloppementou la factorisationd'un point ®xe(aussibien
avec� qu'avec � ) ( �

"

, �

"

, ��� ou � � ), le rÂesultatvientdel' ÂegalitÂesuivante:
�

�

�

�

� �

� � �

�

�

�

��	

- 
 �

�

�

�

�




�

�

�

�

�

�

�

� �

� � �

�

�

�

-

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��	

� 


�

�

�

�

�

�

�


 �

Ce rÂesultatÂetantvalableaussibien avec � . En effet, pour toute interprÂetation �

�

, si on
note:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


 �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�
	

� 


� 
 �

ona :
�

�

�

�

�

�
	

- 


�


 �

� � �

�

-

�


 �

�

�

�

� �

�

-�� �0�

�

�

�

�

�

�

�

�
	

��
,�

� 
 �

�

�

�

� � �6�

�

-

� 
 �

�

Or, d'aprÁesle corollaire3.11,
�

estle pluspetit point ®xede �

� (le plusgranddansle
casde � ). D'o Áu �

�

� � � � �

.

On endÂeduitalorsquela prÂemisseet la conclusionde la rÁegleont mÃemeinterprÂetation
(cequi donnele rÂesultatcherchÂe),enutilisantle lemmedesubstitution3.8.

� Si la derniÁererÁegleappliquÂeeestcelle du plus petit point ®xe( �
 
) (respdu plus grand

point®xe( �
 )) : ��	��

� � � ���0�

�

�

�

�

�

� 	

*

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��	

� 


�

�

� : la rÁegle �
 (resp. �

 ) n' Âetantapplicableque si
�

n'est pas libre dans
�

, n'a pas
d'occurrencenÂegativedans � et est visiblementnÂegative(resp.visiblementpositive)
dans

�

.

Onsedonneunefois pourtoutes
�

�



�

�

�

� 


� � � � �

�

�



�

�

�

� 
 etonnote:
�

�

�

�

�

�

�

�

�

���

�

�

�

� �

�



�

�

�

�

�

�

�

�

�

�



� �

�

�

�

�

�

�

�

�
	

��


�



ParhypothÁesed'inductionet
�

n' Âetantpaslibre dansle contexte,ona pourtout �




�

�

,�

�




�

� � �*�0�

�

�

�

�

�

�


�� ������� . C'est-Áa-direque:

pourtout �




�

�

et tout �




�
�

�

�

�

� on a
�

�

�

�

�)


�
�




�

�

�

�

�
�

(i)
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Deplus,on saitque
�

estle pluspetit (resp.le plusgrand)point®xede � 
 , doncil peut
ÃetredÂe®niparinductionsurlesordinauxenposant:

� �

�

�

� � �

(resp
�

)
� �

�

�

� � �

���

�

�

�

�

�

�

�6�

�

�

(resp
�

)

�

� Âetantcroissante,il existeun ordinal � � Áa partir duquella collectionprÂecÂedenteest
constante.Ona alors:

� �

� ���

Or, on veutmontrerque
*

�

�




�

���0�

�

�

�

�

�

�

�

�
	

� 
��

� 
 , c'est Áa direque
*

�

�




���

� � �

.
Pourcela,onvaprouverparinductionquepourtoutordinal � ,

*

�

�




���

�

� �

�

.

± Cas
�

: onabien
*

�

�




� �

�

� �

�

carcomme
�

estvisiblementnÂegative(resp.positive)
dans

�

ona � �

�

� �

� � �

(d'aprÁesla proposition3.12).

± Casd'induction: on supposequepourtout ordinal
� �

� , on a
*

�

�




���

�

�

�

�

. On
dÂeduitde(i)

�

�

�

*

�

�

� 


���

�

�

�

�

�

�

� �

. Or
*

�

�




�

�

�

�

*

�

�

�

donc
*

�

�




���

�

�

�

�

�

�

� �

. De
plus,d'aprÁesla proposition3.13,on a � �

�

� �

� �

�

���

�

���

�

�

�

�

�

�

� �

. Donc,on a
bien

*

�

�




�

�

�

� �

�

. �

3.5 Interpr Âetation pleine,interpr Âetation classique.

DÂe®nition3.15. Onobtientl'interprÂetationusuelle,quel'on appellerapleine, pour:

�

�

�

��� �

DÂe®nition3.16. De la mÃememaniÁere,onobtientl'interprÂetationditeclassiqueenprenant:

�

�
�

�

�

� �

Proposition3.17. Il estimmÂediatquecesdeuxsous-ensemblesde �

��� �

vÂeri®entlesconditions
destabilitÂerequises.

Notation: Dansle casdel'interprÂetationclassique,onnotera:

�

�

�

� pour �

�

� �

� �

On va montrerquecettenotiond'interprÂetationclassiquecorrespondexactementauxmodÁeles
pleinsdela logiqueclassiquedusecondordreutilisantle

�

-calculpourinterprÂeterlestermesdu
premierordre.Pourcela,on associeÁa chaqueinterprÂetationclassique

�

, un modÁeleclassique
plein (lesvariablesdu secondordresontinterprÂetÂeesdans�

���

�

�

) quel'on notera
���

et, que
l'on dÂe®nitpar:

�	�

-

�

���

�

�

-

�

� pourtout termelogique
-

.
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�	�

�

�

� �

�

�

�

�

�

� � � � �

�

5

��
 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

5

��� �

� pourtoutevariabledeprÂedicat
�

d'aritÂe 1

�

.

On dÂe®nitalors la satisfactionclassique, quel'on note
� �

�

�

�

� , par inductionsur la for-
mule � . A®nd'all Âegerles Âecritures,on notera

�

�!-

�

� 	�	�	

�

�

�

�

�

�

�

l'ensembledesn-upletsdetermes
�

�

�

� � � � �

�

5

�

vÂeri®ant
�

�

� �

�

�

�

�

�

�

� . La satisfactionclassiqueestalorsdÂe®nieainsi:

�

� �

�

�

�

�*� - �

ssi
- 


�

�

�

��� .

�

�

�

�

�

�

�

� �

ssi
�

�

�

�

�

� entraÃõne
�

�

�

�

�

�

.

�

�

�

�

�

�

	��

� ssipourtout
�


��

,
�

�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	 �

� ssipourtout �




�

� �

�

�

,
�

�

�0�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��	

-�


ssi �

-

�

� �




�

�

�




�

� �

�

��


�

�!-

�

�

�

� �������

�

�

�

�

� � .

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
	

- 


ssi �

-

�

�

�


 �

�

�




�

� �

�

��


�

�

�

� -

�

�

�

� �������

�

�

�

� .

Bien quecettedÂe®nitions'en rapproche,on ne peutpasdire qu'elle correspondÁa un modÁele
classiqueusuel,carlesconnecteurs� et � nesontpasusuels! PourvraimentseramenerÁa une
sÂemantiqueclassique,il suf®tderemarquerquel'on peuttraduirelespoints®xesen formules
usuellesenutilisantla propriÂetÂesuivante:

Proposition3.18. On a lesdeuxÂequivalencessuivantes:

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��	

-�


ssi
�

�

�

�

�

	��*� 	 ���

�

��� ��� ��� -6�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
	

- 


ssi
�

�

�

�

�

	

�

� 	 ��� 	 ����� � �

�

�

�

� - �

�

� �

�

�

(CesdeuxÂequivalencesserontmontrÂeessyntaxiquementdansl'appendiceB).

DÂemonstration:

� Pour le plus petit point ®xe,par dÂe®nition
�

�

�

�

�

	 �*� 	 �"�

�

� � ��� � � - �

est
ÂequivalentÁa : pourtout �




�

���

�

�

,
�

�

�.�

� �

�

�

�

�

	 ���

�

��� � �

entraÃõne�

-

�

�

�




� .
Cecis'Âecritaussi �

-

�

�
�




�

�

�




�

���

�

��


� �

�0�

� �

�

�

�

�

	 �"�

�

��� ���

� .

Or, lacondition
�

�

�0�

� �

�

�

�

�

	 �"�

�

��� ���

estpardÂe®nitionÂequivalenteÁa: pourtout
�


 �

�

,
� �

�0�

� �

� � �

�

�

�

�

�

�

� entraÃõne�




� . Cetteconditionpeutdoncs'Âecrire
�

�!-

�

�

�

� �������

�

�

�

�

�

Au total, on a obtenu:
�

�

�

�

�

	 �*� 	 ���

�

� � � � � � -6�

si et seulementsi �

-

�

���




�

�

�




�

���

�

� 


�

�!-

�

�

�

� �������

�

�

�

�

� � .Cequi estexactementla dÂe®nitionde
�

�

�

�

�

�

�

�

�

��	

- 


.

� Pourle grandpoint®xe,pardÂe®nition
�

�

�

�

�

	

�

� 	��*� 	 ���(� � �

�

�

�

� - �

�

� �

�

�

si et seulementsi
�

�

�

��� �

� 


�

�

�

	 ��� 	 ���(� � �

�

�

�

� - �

�

�

. Cequi estÂequivalent
�

Dansle casdesvariablesdeprÂedicatsd'aritÂenulle,cettedÂe®nitionconvientencore.Il suf®tderemarquerque
l'ensembledes0-uplesestun singleton.Alors, si l'on note l'unique 0-upleª ��� º, l'interpr Âetationd'une variable
d'aritÂenulleestsoit � , soit �����
	 . Et l'on obtient �
��� �

���

si etseulementsi �������

�

� ��� . Doncsi l'on note �����

et ����������	 , l'interprÂetationd'une variabledeprÂedicatd'aritÂe nulle estsoit � , soit � , et l'on a �
� � �

�!�

si et
seulementsi �

�

� �"�#��� .
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Áa il existe �




�

� �

�

�

tel que
� �

�0�

� �

�

�

�

�

	 �'�(� � �

�

�

et �

-

�

���




� , et peut
s'Âecrire �

-

�

� �


 �

�

�




�

���

�

��


�

�

�.�

� �

�

�

�

�

	 �'�(� � �

�

�

� .

CommeprÂecÂedemment,on obtient le rÂesultatvoulu car la condition
� �

�.�

� �

�

�

�

�

	 �'�(� � �

�

�

estÂequivalenteÁa �

�

�

�!-

�

�

�

� �������

�

�

�

.
�

DÂe®nition3.19. DÂe®nissonspar inductionla traductionsuivantesur les formules,qui envoie
lesformulesdenotresystÁemedansdesformulesdela logiquedu secondordreusuelle(sans�

et � ) :

�

��� -6��� � ��� -6�

�

�

�

� � �

�

�

�

�

� �

�

�

� 	��

�

�

�

�
	 �

�

�

�

� 	 �

�

�

�

� 	 �

�

�

�

�

�

�

�

�

�
	

- 
6�

�

�
	 ��� 	 �"�

�

�

��� ��� ��� -6�

�

�

�

�

�

�

�
	

- 
6�
�

� 	

�

� 	��*� 	 ���(� � �

�

�
�

�

� - �

�

� �

�

�

Enutilisantcettetraduction,onmontrelapropositionsuivante,qui relievraimentl'interpr Âetation
classiqueet lesmodÁelesplein :

Proposition3.20. Pour touteinterprÂetationclassique
�

et touteformule � , ona :
�

�

�

� ssi
�

�

�

�

�

�

�

DÂemonstration: On vÂeri®ed'abord
�

�

�

�

�

� ssi
�

�

�

�

�

�

�

par inductionsur la formule � .
Eneffet, lesseulscasnontriviaux sontlescasdespoints®xes,qui dÂecoulentdela proposition
3.18.

ResteÁa prouver
�

�

�

� ssi
�

�

�

�

�

� , par inductionsur la constructionde la formule � .
On utiliserala cohÂerencedel'interprÂetationclassique( �

�

�

�




�

�

�

�

� ) Áa traversl' Âequivalence
suivante: pourtout terme

�

,
�




�

�

� 
 si etseulementsi �

�

� 


� �

.

De plus,on dÂe®nitunebijectioncanonique�

�

�

�

�

de
�

�

�

�

�

�

�

� dans�

���

�

�

par:

�

�

�
�

�

�

�

� � � � �

�

5

��
��

�

tq �

�

�

�

� � � � �

�

5

� � � �

�

�

�

� ��� -6�

est ÂequivalentÁa �

�

�

�

� -6� � �

qui par dÂe®nitionde
�

�

, est Âequivalent
Áa

-�


�

�

�

���

� - �

. D'o Áu le rÂesultat.

�

�

�

�

�

� �

ssi pour tout
�


 �

, pour tout �




�

�

�

� , on a
�

�

�

��


�

�

�

� . Or,
l'interprÂetationclassiqueÂetantcohÂerente,ceciestÂequivalentÁa �

�

�

�

� �

ou �

�

�

�

� �

.
Cequi parhypothÁesed'inductionestÂequivalentÁa

� �

�

�

�

� entraÃõne
� �

�

�

�

�

.

�

�

�

� 	��

� si etseulementsi pourtout �


��

, �

�

�

�

�

�

��� �

� �

. Onaalorsle rÂesultatvoulu
parhypothÁesed'induction.

�

�

�

� 	 �

� si et seulementsi pourtout �


 �

�

�

�

�

�

�

� , �

�

�

�

� �������

� �

. Cequi par
hypothÁesed'inductionestÂequivalentÁa pourtout �


 �

�

�

�

�

�

�

� ,
�

�

�0�

� �

�

�

�

�

� .
Onobtientle rÂesultatvoulucarl'application �

�

�

�

�

estunebijection.
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�

�

�

�

�

�

�

�

��	

-�


(resp. � ) si etseulementsi :

�

�

�

�

�

�

�

-

�

�

�

� �




�


��

�

�

�

� � �

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�


 ���

� �

(resp.
�

et
�

). Or, ceciestÂequivalentÁa :

�

�

�

-

�

�

�

�


 � �

�

�




�


��

�

�

�

��� �

�

�

�

�

�

�

�

�




�

�

�


 �

�

(resp.
�

et
�

). La condition �

�

�

�

�

�

�




�

�

�


 � (resp.
�

) estÂequivalente,parhypothÁese
d'induction,Áa

�

� -

�

�

�

� �������

�

�

�

�

�

�

(resp.
�

). D'o Áu le rÂesultat.
�



Chapitre4

ThÂeorÁemed' � -r ÂesolubilitÂe.

Onvamaintenants'intÂeresserauxpropriÂetÂesdestermestypÂesrelativesÁala normalisation.Onne
peutpasespÂereravoirdepropriÂetÂesgÂenÂeralesdenormalisationforte,ni mÃemedenormalisation
faible,carl'on typedestermesdela forme

*

�

qui nesontpasnormalisables.

Onpeutparcontres'intÂeresserÁala rÂesolubilitÂedestermestypÂes,etmÃemeÁala 
 -rÂesolubilitÂe(pas
de � dansl'arbre deBÈohmdu terme,cf appendiceA).

CettepropriÂetÂeestindÂependantedela partiepremierordredu systÁeme.On va doncconsidÂerer
le systÁemepropositionnelsous-jacent(qui estun sous-systÁemedu systÁemecomplet).De plus,
le lemmederÂeduction(cf chapitre1), aussibienquele lemmedeconservation(cf chapitre2)
restentvalablesdansle systÁemepropositionnel.On remarqueaussiquesi un termeesttypable
danslesystÁemecomplet,alorsil esttypabledanslesystÁemepropositionnel.Pourcela,il suf®tde
remplacer, dansla preuve,touteslesformulesatomiques

�*� -6�

parunevariablepropositionnel
���

(l'application
�

�

�����

Âetantunebijectiondel'ensembledetouteslesvariablesdeprÂedicats
dansl'ensembledesvariablesdeprÂedicatd'aritÂenulle).

4.1 Uneautrenotion d'interpr Âetation !

On va construireuneautrenotiond'interprÂetation,et parun choix adÂequatde � , on l'utilisera
pourmontrersousquellesconditionslestermestypÂessontrÂesolublesou 
 -rÂesolubles.

DÂe®nition4.1. OndÂe®nitlesdeuxensemblesdetermessuivants:

���

�

�

�


 � 


�

rÂesoluble�

���

�

�

�

�




�

�

�

�

2

�

�

� � �

�

5

�

� avecpourtout � ,
�

	


��

�

Lemme4.2. Ona alors lesinclusionssuivantes:

�

�

�
���

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

�

DÂemonstration: Eneffet, si
�




�

� , alors
�

�

�

�

2

�

�

� � �

�

5

�

. Ainsi pourtoutterme
�

(rÂesoluble
ounon),on a

�

���

�

�

�

�

2

�

�

� � �

�

5

�

��


�

� , donc
�


��

�

�

� . D'o Áu la premiÁereinclusion.
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LesdeuxinclusionssuivantessontimmÂediates,ellesdÂecoulentde �

�

�

�

� �

Pourla derniÁere,prenons
�




�

� �

� , et prenons
�




�

� .
�

� �

�

estrÂesoluble,donc
�

aussi,
d'oÁu le rÂesultat. �

DÂe®nition4.3. OndÂe®nitalorslesensemblessuivants:

���

�

�

�

�




�

��� �

%

�

�

�

�

� �

�

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

DÂe®nition4.4. Onappellera� -interprÂetationl' interprÂetationdÂe®nieenprenantl'ensemble� ,
dÂe®nici-dessus,pourlimiter l'interprÂetationdela quanti®cationdusecondordre.

Proposition4.5. La � -interprÂetationvÂeri®elesconditionsrequisespar la dÂe®nition3.1.

DÂemonstration: � vÂeri®ebien la stabilitÂe pour l'intersectionet la rÂeunion,et contientbien
�

et
�

. Par construction,tout ÂelÂementde � est clos pour la
�

-Âequivalence.Pour dÂemontrerla
stabilitÂe de l'implication, considÂeronsdeuxÂelÂements� et

�

de � et distinguonsalorsles cas
suivants:

� Si �

� �

, ona � �

� � �

, qui estadÂequat.

� Si �


� �

et
� � �

, ona � �

� � �

, qui estadÂequat.

� Si �


� �

et
� � �

, on a � �

� � �

, qui estadÂequat.

� Si �


� �

et �

�

�

�

� � , on a lesinclusionssuivantes(d'aprÁesle lemme4.2) :

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

� �

� �

� � �

�

�

4.2 Lemmedu quotient.

Proposition4.6(lemmedu quotient). Si � fournit une notion cohÂerented'interprÂetation,si
��� estunerelation d' Âequivalencesur � qui estcompatibleavecl'intersection,la rÂeunionet
l'implication, alors la notionde � -interprÂetationestcompatibleavec ��� .

PourÃetreplusprÂecis,leshypothÁesesdulemmeduquotientaf®rmentquel'on auneÂequivalence
�

� vÂeri®antlesconditionssuivantes:

� Pour toutesfamilles
�

�

�

�

�
	��

et
�

� �

�

�
	��

d' ÂelÂementsde � , si pour tout �


	�

on a
�

�

���

� �

, alorsona :
�

�
	��

�

�

�
�

�

�
	
�

�
�

et

�

�
	
�

�

�

�
�

�

�
	��

�
�

� Pourtoutesparties�

�

, �
�
,

�
�

et
�

�
de � , si �

�

���

�
�

et �
�

���

�

�
, alorsona :

�

�
�

�
�

���

�
�

� �

�
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La conclusiondu lemmeestquesouscesconditions,si l'on sedonnedeux � -interprÂetations�

et �

�

vÂeri®antpourtoutevariable
�

, �

�

� 


���

�

�

� 
 � , alorspourtouteformule � , ona :
�

�

�




���

�

�

�


 �

DÂemonstration: OndÂemontrecerÂesultatparinductionsurla constructiondela formule � :

� Si �

� �

, le rÂesultatestimmÂediat,carparhypothÁese �

�

� 


� �

�

�

� 
 � .

� Si �

� � � �

,ondÂeduitdel'hypothÁesed'inductionque �

�

�




� �

�

�

�


 � et �

�

�




� �

�

�

�


 � .
Ainsi, la compatibilitÂedel'implication donnebien �

�

� 


���

�

�

� 
 � .

� Si �

� 	����

, l'hypothÁesed'induction donnepour tout ÂelÂement �




� , �

�

�


�� �������

���

�

�

�


 � � ������� . Ainsi, La compatibilitÂedel'intersectiondonnebien �

�

�




���

�

�

�


 � .

� Si �

�

� �

�

(resp.� ), cepoint®xepeutÃetreconstruitparinductionsurlesordinaux,en
posant:

� �

� ���

resp.
� �

et � �

� �

���

�

�

�

�




�

�������

�

�

resp.
�

�

�

et
�

�

�

� � �

resp.
� �

et �

�

�

�
�

���

�

�

�

�



�

�

� ���
�

�

�

�

resp.
�

�

�

Il suf®talorsdemontrerquepourtoutordinal � , ona � � ��� �

�

�

. Or, onabien � � ��� �

�

�

etsi l'on a �

�

��� �

�

� pourtoutordinalinfÂerieurÁa � , ondÂeduitdel'hypothÁesed'induction
que �

�

� 
�� �����
�

�

���

�

�

� 
 � � � �����

�

� , ondÂeduitalorsdela compatibilitÂedela rÂeunion(resp.de
l'intersection)que � � ��� �

�

�

. �

Danscesconditions,on peutparlerd'une interprÂetationquotientassociantÁa chaquevariable
uneclassed' Âequivalence.OnpeutappliquercerÂesultatÁala � -interprÂetationdÂe®nieÁala section
prÂecÂedente.Eneffet, onpeutmontrerla propositionsuivante:

Proposition4.7. Lestrois ensemblessuivants: �

�

�
�

�

�

� , �

�

�

�

�

et �

�
�

�

�

� , constituent
unepartition compatibleavecla notionde � -interprÂetation.

DÂemonstration: La compatibilitÂe de l'intersection(resp.de la rÂeunion)dÂecouledu fait que
tout ÂelÂementde �

�

contient �

� (resp.estinclusdans � ). Donc uneintersectionestvide si et
seulementsi l'un desÂelÂementsestvide (resp.unerÂeunionestpleinesi et seulementsi l'un des
ÂelÂementest

�

).

La compatibilitÂedel'implication rÂesultedu lemme4.2.
�

DÂe®nition4.8. Une interprÂetationquotient � peut ÃetredÂe®niecommeunevaluationdesva-
riablessur l'ensemble

�




� �

�

� � � , la valuation �

�

��� d'une formule ÂetantdÂe®niepar induction
surla constructiondela formule � :

�	�

� � �

�

� estcalculÂeenutilisantla tablesuivante:
�

�

� �




�

�

�




� � � �

�

�

�

�

�




�

�

�

�




�

�

�
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�	�

	 �

�

�

�

�������

�

�

�

�

� � ���

�

�

�

�

�

�

�

��� ���

�

�

�

�

�

�

� � ���

�

�

� .

�	�

�

�

�

� �

�������

�

�




�




� �

�

� � �




�

�

� � � �������


 � �

�	�

�

�

�

� �

�
	���


�

�




�




� �

�

� � �




� 


�

�

� ��� �������

�

Notation: Onnote �




l'interprÂetationquotientassociÂeeÁa � , enposant�

�

� �

�

�

�




�




� �

�

� � �

si etseulementsi �

�

�







�

�

.

Ona alorsla propriÂetÂesuivante:

Proposition4.9. Pour touteformule � et toute � -interprÂetation � , ona :

�	�

�

� �

�

� 


� si et seulementsi �

�

� 


� �

�	�

�

�

�

�

�

� si et seulementsi �

�

�




� �

�	�

�

� �

�

�

�

si et seulementsi �

�

� �

�

� 
 � �

DÂemonstration: C'estuneconsÂequencedirectedu lemme4.6et dela proposition4.7.En fait,
il suf®tdevÂeri®erquenosrÁeglesdecalculcorrespondentbienaucalculsur le quotient,cequi
neposeaucunproblÁeme.

�

CettesÂemantiqueÁatroisvaleursn'estpasseulementtechnique,onpeutlui donnerunªsensº.En
considÂerantla partitionqui rÂeunirait �

� et �

�

, on obtiendraitl'interprÂetationclassique.Ainsi,
danscettevaluation,




� reprÂesentele fauxclassique,tandisque
�

et � sontdeuxvaleurspourle
vraiclassique.Enfait, cesdeuxvaleursdistinguentrespectivementlesformulesªintelligemment
vraiesºdutypeª

� ���

º et lesªnÂegationsdufauxº commeª
	 � � �

� º. Onremarqueaussi
quele calculde �




estdÂecidableavecunecomplexitÂe du mÃemetypequela dÂecisiondu calcul
propositionnelclassique( 7

�

, oÁu
�

estle nombredevariablesdistinctes(libresou li Âees),dans
le piredescas).

4.3 Condition de r ÂesolubilitÂe.

A®n d'examinersi un termetypÂe est rÂesoluble, on va Âetudiersousquellesconditionsl'in-
terprÂetationd'une formule est

�

ou
�

. Pour cela, il suf®t d'utiliser l'interpr Âetationquotient
dÂe®nieprÂecÂedemment.

DÂe®nition4.10. On dÂe®nitle degrÂe propre d'une formule � notÂee ���

�

�

�

de la maniÁeresui-
vante: soit ��� l'interprÂetationquotientvÂeri®ant �

�

�
�

�

�

�

pour toutevariable
�

, on pose
alors:

���

�

�

�%�

�

�

�

�

�

DÂe®nition4.11. On diraqu'un sÂequent
2 �

�

�

�

� � � � �

2

5

�

�

�

	��

�

� eststrict si ���

�

�

� �

�

et
si ���

�

�
 

� 
� 


� pour ��
 � 
 1 .

ThÂeorÁeme4.12. Si l'on prouveunsÂequentstrict
�
	��

�

� , alors
-

estrÂesoluble.

DÂemonstration: ConsidÂerons� l'interprÂetationvÂeri®ant�

�

� 


�

� pour toutevariable
�

. Le
sÂequentÂetantstrict,onapourtout � , � �

�

�
 

� 
� 


� . DoncpardÂe®nitiondudegrÂepropreetd'aprÁes
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la proposition4.9ci-dessus,ona �

�  

�





� �

. D'o Áu
2 	




� �

� �

�  

�


 . Le lemmedeconservation
donnealors

�




�

�

� 
 . Le sÂequentÂetantstrict, on dÂeduitde ���

�

�

� �

�

que � �

� �

�

� 
 �

� ,
d'oÁu

-�


� .
�

4.4 Condition d' � -r ÂesolubilitÂe.

ConsidÂeronslesdÂe®nitionssuivantes:

DÂe®nition4.13. On dira qu'uneformule � esthÂerÂeditairementstrictesi et seulementsi pour
toutesous-formule

�

de � , ona � �

� � � �

�

.

Lemme4.14. Si � et
�

sontdeuxformuleshÂerÂeditairementstrictes,alors �

�0�

�

� �

estaussi
hÂerÂeditairementstricte.

DÂemonstration: Soit
� �

�

�0�

�

� �

, alors toute sous-formule
�

�

de
�

est, ou bien une
sous-formulede

�

et dansce cason a �
�

� �

�

� �

�

, ou bien de la forme
�

�

�

�

�

�.�

�

� �

oÁu �

�

estunesous-formulede � . PardÂe®nition,�
�

� �

�

� �

�

si et seulementsi �

�

�

� �

�

�

�

( �
� Âetantl'interprÂetationquotientdÂe®niepar �

�

� �

�

�

�

pourtoutevariable
�

). Or, �

�

�

� �

�

�

�

�

�

� �

�

� �����




� �

�

� .
�

ÂetanthÂerÂeditairementstricte,ona �

�

���

�

�

�

. D'o Áu �

�

�

� �

�

� �����




� �

�

�

�

�

�

�

� �

�

.
Or, �

�

Âetantunesous-formulede � , ona �

�

�

� �

�

�

�

. Il enrÂesulte���

� �

�

���

�

.
�

ThÂeorÁeme4.15. Si l'on prouve
�
	��

�

� , etsi touteslesformulesapparaissantdansla preuve
sonthÂerÂeditairementstrictes,alors

-

est 
 -rÂesoluble(cf appendiceA).

DÂemonstration: A®ndeprouverque
�

est 
 -rÂesoluble,il suf®tdedÂemontrerque
�


�� �

pour
toutentier 1 (cf appendiceA). MontronscelaparrÂecurrence.

Notons
� �

1

�

lapropriÂetÂesuivante: il existeunedÂerivationde
��	��

�

� donttouteslesformules
sonthÂerÂeditairementstrictes,implique

�


��
�

. Onabien
� �

�

�

car
�

�

���

. Montronsque
� �

1

�

implique
� �

1�� �

�

. On considÁereunedÂerivationde
� 	 �

�

� dont toutesles formulessont
hÂerÂeditairementstricte.

On dÂeduit de cettehypothÁeseque le sÂequentconclusionde la preuveest strict. Donc
�

est
rÂesoluble(cf 4.12).

�

serÂeduitÁa
�

�

�

�32��

� � �

�32��

�

2

�

�

� � �

�

5

�

. Parle thÂeorÁemederÂeduction,on
prouve

�
	 �

�

�

� . De plus,enutilisantla remarquedela ®nduchapitre1, on trouvequedans
cettepreuvetouteslesformulessontdessubstitutionsdeformulesapparaissantdansla preuve
originale.TouteslesformulesapparaissantdanscettepreuvesontdonchÂerÂeditairementstrictes.
De surcroÃõt,aucoursdecettepreuve,on a nÂecessairementtypÂe les termes

�

�

, � � � ,
�

5 . On peut
doncappliquerl'hypothÁesed'induction,et on trouveque

�

	


	�
�

pour � 
 ��
 1 . Ainsi on a
bien

�


��
�

�

�

, pardÂe®nitionde
�

�

�

�

.
�

4.5 Casdu plus grand point ®xeseul.

Danscettesection,onvaconsidÂererle systÁemesansle pluspetitpoint®xe( � ). Onrestreintdonc
l'ensembledesformules,ainsiquelesrÁeglesdusystÁeme.TouslesrÂesultatsduchapitre2 restent
valables.Pourle chapitre3, il enestdemÃemeensimpli®antunpeulesconditionsrequisespar
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la dÂe®nition3.1.En effet, il devientinutile desupposerque
� 


� , carl'ensemblevide n' Âetait
utilisÂe quepourla constructionparinductiondu pluspetitpoint ®xe.Onva constaterquecette
petitediffÂerenceadegrandesconsÂequencessurlesconditionsderÂesolubilitÂeetd' 
 -rÂesolubilitÂe.

On peutdÂe®nirunenotiond'interprÂetationcohÂerentesimilaire Áa celledu dÂebutdecechapitre
enprenant:

���

�

�

�

�

%

�

�

�

�

� �

�

���

�

�

�

�

�

�

�

OnpeutalorsdÂemontrerla propositionsuivante:

Proposition4.16. Pourtouteformule � ettouteinterprÂetation � , ona �

�

� 


� �

si etseulement
si l'une desdeuxconditionssuivantesestvÂeri®Âee:

1. la variable
�

la plus Áa droitedans � estlibre et �

�

� 


� �

2. � peuts'Âecrire �

�

�.�

� � �

� �

,
�

et � ÂetantrespectivementlesvariableslesplusÁa droite
dans�

�

et
�

.

DÂemonstration: OndÂemontrecerÂesultatparinductionsurla constructiondela formule � :

� Si �

� �

, ona �

�

� 


���

si et seulementsi �

�

� 


� �

. D'o Áu le rÂesultat.

� Si �

� � � �

, on a �

�

� 


� �

si et seulementsi �

�

� 


� �

(eneffet, si �

�

� 



�	�

, alors
on a � �

� �

�

� 
 �

� et �

�

� 



� �

, d'oÁu �

�

� 
 �

� ). On peutdoncappliquerl'hypothÁese
d'induction Áa

�

, ce qui donnele rÂesultatcar la variablela plus Áa droite dans � est la
variablela plus Áadroitedans

�

.

� Si �

� 	 ���

, ona �

�

� 


� �

si etseulementsi pourtout �




� , �

�

� 
�� �������

� �

. Onpeut
alorsappliquerl'hypothÁesed'inductionpourtrouverle rÂesultatcherchÂe.

� Si �

�

�

� �

, on a �

�

� 


� �

si et seulementsi �

�

� 
�� �������

� �

. On peutdistinguerdeux
cas: si

�

estla variablela plus Áa droitedans
�

, alors � vÂeri®ela deuxiÁemecondition;
sinonl'hypothÁesed'inductionappliquÂeeÁa

�

donnele rÂesultatvoulu. �

Corollaire4.17. Si l'on prouve
�
	��

�

� , etsi � nevÂeri®epasla condition2 dela proposition
4.16,alors

�

estrÂesoluble.

DÂemonstration: ConsidÂeronsl'interprÂetation � dÂe®niepar �

�

�



�

� pour toutevariable
�

.
ParhypothÁese,� nepeutvÂeri®eraucunedesconditionsdela proposition4.16.Ontrouvedonc

�

�

�




�

� . Commepour le thÂeorÁeme4.12,on trouvepar le lemmedeconservation
�




�

�

�


 .
D'o Áu

�




� .
�

ThÂeorÁeme4.18. Si l'on prouve
� 	 �

�

� , aucuneformuledansla preuvene contenantune
sous-formulede la forme �

���

oÁu
�

est la variable la plus Áa droite dans
�

, alors
�

est

 -rÂesoluble.

DÂemonstration: La preuveest analogueÁa celle du thÂeorÁeme 4.15 en remplacËant la pro-
priÂetÂed' ÃetrehÂerÂeditairementstricteparcelleden'avoir aucunesous-formuledela forme �

���
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oÁu
�

estla variablela plus Áa droitedans
�

, et enutilisantle corollaireprÂecÂedentÁa la placedu
thÂeorÁeme4.12.

�

La conditioninterdisantlesformulesdela forme �

� �

oÁu
�

estla variablela plusÁadroitedans
�

estnÂecessaire.Eneffet, on peutextraireun termenon-rÂesolubledela preuvesuivante:

2

�!�

	

2

� �

���

	

�32 2

�!� ���

�

�

	

*

�32 2

�

�

� �

OnremarqueunenettediffÂerenceentrelepluspetitetleplusgrandpoint®xedupointdevuedela
rÂesolubilitÂedestermestypÂes.Pourleplusgrandseul,il suf®tdevÂeri®eruneconditionsyntaxique
extrÃemementsimple,alorsquepourle pluspetit,la conditionestÂequivalenteencomplexitÂe Áa la
dÂecisionducalculpropositionnelclassique.Enfait, onauraitlesmÃemesproblÁemesavecle plus
grandpoint ®xesi l'on avaitajoutÂe un quanti®cateurexistentieldu secondordreª

�

�

� º Áa la
logique

Voici un exemplede typaged'un termenon-rÂesolublequi montrequepour le pluspetit point
®xeunerestrictiondumÃemetypequepourle plusgrandnesuf®tpas:

� 	

�

� 	 � �

�

�

�

��	

�

� �

��	

�

� � �

�

�
�

� 	

�

���

�)�

�

���

�

� 	 � �

�

�

� � �

�

	

�32

�

� �

���

�

�

�

���

�

� 	 � �

	

�

�

�32

�

� �

������� �

�

��� �

�

�

�

�

�

�

�

� 	 � �

	

*

�

�

�)2

�

� �

���

�

�

�

�

�

���

	

�

�

*

�

�

�)2

�

���

�)� 	 � �

� �

�

�

�

�

Avec
�

�

�

� 	�� �

�

2

�

� �

�

�)���

� ,
�

estsansoccurrencedans� et n'a pasd'occurrence
nÂegativedans� .
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Chapitre5

TypesdedonnÂees.

5.1 Exempleset construction de typesdedonnÂees.

Laconstructiond'un typededonnÂeesreposesurlechoixd'unensembledesymbolesdefonction
quel'on appelleralesconstructeursdutype( � et � pourlesentiers,ou ����� et ���
� � pourleslistes).
CesconstructeurssontªtypÂesº,c'est Áa dire quepourchaqueargumentdechaqueconstructeur,
onchoisituntypededonnÂeesdÂejÁadÂe®ni,oubienondÂecidequ'il s'agit d'un paramÁetreinductif
(du typequel'on esten train dedÂe®nir).Dansle casdeslistesd'entiers,le premierargument
de ���
� � estunentier(typedÂejÁadÂe®ni)tandisquele secondestinductif.Onobtientainsiceque
l'on appelleunealgÁebredetermesmulti-sortes.

Les typesde donnÂeesainsi construitscouvrentla plupartdesbesoinsen programmation.On
peutfacilementlescontruiredans���

� , endÂe®nissantl'ensembledesÂelÂementsdu typecomme
le pluspetitensembleclosparsesconstructeurs.Jean-LouisKrivine a pu dÂe®nirunenotionde
typededonnÂeessÂemantiquequi couvretotalementlesalgÁebresdetermesmulti-sortes.

Cettenotion de type de donnÂeessÂemantiqueest trÁesimportante,car c'est elle qui au travers
desrÂesultatsdu chapitre3, assurela correctiondesprogrammesextraits,indÂependammentdes
rÂesultatsdenormalisation.

Ce quenousapportonsde nouveauavecl'utilisation du plusgrandet du plus petit point ®xe
conjuguÂe, c'est une classede type de donnÂeesplus large, permettantd'utiliser desdonnÂees
in®nies,voir desnotionspluscomplexestellesquelessuitesbinairesin®niesn'utilisant qu'un
nombre®nideª1º. De plus,cestypesdedonnÂeesvÂeri®entencorela dÂe®nitionsÂemantiquede
typededonnÂees(lÂegÁerementmodi®Âee),assurantainsila correctiondesprogrammes.

Nousallonscommencercechapitreavecdesexemplesillustrantcommentpetit, Áapetit,onpeut
Âelargir la notion de type de donnÂees.NousmontreronsensuitecommentdÂe®niret utiliser la
notiondetypededonnÂeesdans���

�
pourjusti®erla correctiondesprogrammes.Ensuite,nous

traiteronsle casdesstreams,qui metbienen Âevidencele mÂecanismedela preuve.En®n,nous
dÂe®nironsunetrÁeslargeclassedetypededonnÂeesvÂeri®antla dÂe®nitionsÂemantique.
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5.1.1 Destypesit Âeratifs aux typesr Âecursifs.

� Lesentiers: On choisitdeuxconstructeurs: � d'aritÂenulle et � d'aritÂe1, l'argumentde �

Âetantinductif (c'est Áa dire du typeentier, quel'on estentraindedÂe®nir).La formulequi
dÂe®nitlesentierspeutalorsÃetre:

�*�+�����
	 � 
��

���

	�� �(�������

�

�$�%�������

CetteformuledÂe®nitbienlesentiersentantquepluspetitensembleclosparlesfonctions
� et � .

� Leslistesd'entiers: Onsedonnedeuxconstructeurs,����� d'aritÂenulleet ���
� � d'aritÂe2, le
premierargumentde ���
� � Âetantdetypeentiertandisquele secondestinductif. On peut
alorsdÂe®nircetypeparla formulesuivante:

� � �������
	��

�

�

�����(�

	�� 	�� 
 �*� �!�

�

��� � �

���
� �

� �

�

�$�(��� ���

�

Le problÁemede cesdÂe®nitions,c'est qu'elles conduisentaux typesitÂeratifs tels les entiers
de Church. Chaquepasde rÂecurrencesur l'un de cestypesestalorsen tempslin Âeaire,avec
entreautrecommeconsÂequence,l'absencedeprÂedÂecesseuren tempsconstant! Unesolution,
proposÂeeparMichelParigot[22], estd'utiliserdestypesinductifs.OnobtientalorsunedÂe®nition
dumÃemeensemble,maiscommele pluspetitpoint®xedela fonctionqui clot unensemblepar
lesconstructeursdu type.

Dansle casdesdeuxexemplesprÂecÂedents,onobtient:

� Pourlesentiers:
�*�+�����

� �

�'&

	 � 
,�

���

	�� �

�

� ���

�

�$� � �

&

�

	

��


� Pourleslistesd'entiers:
�

�
�������

� �

�'&

	 � � �

� ���(�

	��#	 � 
 �*��� �

� �

� � �

� �
� �

� �

�

���(�����

&

�

	

��


RevenonssurlesensdecettedÂe®nitiondanslecasdeslistes.ConsidÂeronslaformuleÁaparamÁetres
suivante:

�

�

� �

&

��� 	 �

�

�

�������

	�� 	�� 
���� �!�

� �

� � �

���
� �

�
�

�

�$�(� ���

& �

Si l'on ®xeunprÂedicat� d'aritÂe � , le prÂedicatª
�'&

�

�

� �

&

�

º estle pluspetitprÂedicatqui contient
����� , et qui pourtout ÂelÂement

�

detype
�

et pourtout ÂelÂement
�

de � contient���
� �

� �

�

���

.

La formule
�

�
�����

(qui s'Âecrit � �

� &

�

�

� �

&

�

	

��


) peutalorsÃetrevuecommele pluspetitprÂedicat
� tel que

	 � �

�

���

�

�

� �

�����

, oubienencorecommele pluspetitpoint®xedela fonctionqui
associeÁa unprÂedicat� d'aritÂe � le prÂedicat

�'&

�

�

� �

&

�

.

Il estalorsfacile devoir quela formule
�

�
�+�$�

estbienl'ensembledeslistesd'entiers.Il suf®t
eneffet d'it Âererla fonctionprÂecÂedenteÁa partirdel'ensemblevidepours'enconvaincre.
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5.1.2 Vers desdonnÂeesin®nies.

Maintenant,quesepasse-t-ilsi l'on utilisele plusgrandpoint®xe?UnecourterÂe¯exionmontre
quel'on obtientles mÃemeslistesplus les ªlistes in®niesº(communÂementappelÂeesstreams).
PourobtenirrÂeellementlesstreams,il suf®tdesupprimerle constructeur����� . On obtientalors
la formulesuivantepourlesstreamsd'entiers:

�

� �+���'�

� �

� &

	�� � 	�� 	�� 
��*��� �

� �

� � �

� �

���

�

���(� ���

&

�

	

��


De la mÃememaniÁerequepourleslistes,si l'on considÁerela formule:

�

�

� �

&

� � 	�� � 	�� 	�� 
 �*��� �

� �

� ���

� �

� �

�

�$�(�����

&

�

Laformule
�

� �+�$�

(quis'Âecrit ���

�'&

�

�

� �

&

�

	

��


) peutalorsÃetrevuecommeleplusgrandprÂedicat
� tel que

	�� �

�

� �

�

�

� �

�����

, ou bienencorecommele plusgrandpoint ®xede la fonction
qui associeÁa un prÂedicat� d'aritÂe � le prÂedicat

�'&

�

�

� �

&

�

. Il s'agit bienlÁa del'ensembledes
streamsd'entiers.

Un autreexempleconsisteen unereprÂesentationdeslistesin®niesde
�

et de � . On sedonne
deuxconstructeursunairesinductifs: � � et �

�

, qui ajoutentrespectivementun
�

ouun � audÂebut
d'un stream.Paranalogie,la formulesuivantedÂe®nitlessuitesin®niesde

�

etde � :

� �����'�

���

�'&

	 �



	��#	 � �

�

� ���

�
�

�$�

�

	��#	 � �

�

� ���

�

�6�$�%���

&
�

	

� 


Unequestions'impose: sachantquedanscetteformuleil y ÁadeuxparamÁetresinductifs,quese
passe-t-ilsi onutilisedeuxpoints®xes?

Si onutilisedeuxplusgrandspoints®xes,onobtientle mÃemetype.Si onutilisedeuxpluspetits
points®xes,onobtient(commeavecunseul)le typevide(dufait del'absenced'un constructeur
sansparamÁetreinductif).Maisquesepasse-t-ilsi onalterneunpluspetitetunplusgrandpoint
®xe?

En fait, on a quatrepossibilitÂes qui sont semblablesdeux Áa deux en Âechangeantle rÃole des
constructeurs.DeuxpossibilitÂesrÂeellementdiffÂerentessontdonc:

�

�

�

�������

� �

�

�

�

� �

� &

�

�

� � �

�

�

&

�

	

��


	

� 


�

�

� �

�����"�

���

�

�

� �

�

� &

�

�

� � �

�

�

&

�

	

��


	

��


ennotant:

�

�

� � �

�

�

&

��� 	�� � 	�� 


�

� ���

� �

� �$�(�

�

	�� 


�

� ��� �

�

�
�,���,� � �

&

�

QuedÂe®nissentcestypes?

ÂEtantdonnÂesdeuxprÂedicats� et �

�

, le prÂedicatª
�'&

�

�

� � �

�

�

&

�

º dÂe®nitl'ensembledestermes
qui s'Âecrivent� �

� �$�

,
��


� ou �

�
�
���

,
� 


�

�

.
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Si on prendle plus grandpoint ®xeen � , en laissant�

�

constant,on obtientl'ensembledes
termess'Âecrivant�

�

�

�

�

� � �$� �

,
� 


�

�

et 1


��

ous'Âecrivantcommeunesuitein®niede � � , terme
quel'on notera

*

� � .

Puis, si on prend le plus petit point ®xeen �

�

de cet ensemble,on obtient les termesqui
s'Âecriventcommeunesuite®nied'applicationde termesde la forme

�

�

�

�

�

�

�

� � ��� �

, 1


��

au
terme

*

� � . CecicorrespondÁa touslestermesqui necontiennentpasunein®nitÂede �

�

. Ainsi,
�

�

estle typedessuitesbinairesin®niesn'utilisantqu'un nombre®nide1.

Inversement,si on prend le plus petit point ®xeen �

�

, en laissant � constant,on obtient
l'ensembledestermess'Âecrivant�

�

�

�

� �

�
��� �

,
��


� et 1


��

.

Ensuite,sionprendleplusgrandpoint®xeen � , onobtientlestermesquis' Âecriventcommeune
suitein®nied'applicationdetermesdela forme

�

�

�

�

�

�

� �

�,��� �

, 1


��

. Donc
�

� �

estle typesdes
suitesbinairesin®niesqui utilisentunein®nitÂede

�

( qui neseterminentpasparunein®nitÂede
� ).

Le mÃemegenrede dÂemarchesur les arbresconduitaux typesdesarbresin®nisdont tousles
cheminsvont un nombre®nide fois Áa droite,ou bienceuxdont les cheminsvont un nombre
in®nidefois Áa droite,etc.

5.2 TypesdedonnÂeeset programmation.

Danscettesection,on va donnerunedÂe®nitionsÂemantiquede la notion de type de donnÂees
et on va montrerque cettedÂe®nitionsuf®t pour assurerla correctiondesprogrammes.On
montreradanslessectionssuivantesquelesformulesdÂe®niesenutilisantla mÂethodeprÂesentÂee
informellementci-dessussatisfontcettedÂe®nition.

A®ndeformaliserla notiond' ÂelÂementsd'un typededonnÂees�

�

, onva utiliser l'interprÂetation
classique(cf chapitre3).Rappelonsquel'interpr ÂetationclassiquecorrespondauxmodÁelespleins
dela logiqueclassiquedu secondordrequi utilisentle

�

-calculpourinterprÂeterlestermes.Du
fait decetteanalogie,onappellerasouventmodÁeledesinterprÂetationsclassiques.

DÂe®nition5.1. Si l'on se donneune interprÂetationclassique
�

et une formule �

�����

Áa une
variablelibre dÂe®nissantun typededonnÂee,l'ensembledesÂelÂementsdu typedansle modÁele

�

, quel'on notera�

� , seral'ensembledestermesdu
�

-calcul
�

vÂeri®ant:
�

�.�

�

�

�

�

�

�

�+�$�

Autrementdit, ona �

�

�

�

�!-

�

�

�

�

�+�$�(�

La notion de type de donnÂeeseradonc li Âee Áa une interprÂetationclassique
�

(Les formules
dÂe®nissantlestypesn'ayantqu'unevariablelibre, la notiondetypededonnÂeenedÂependraen
fait quedel'interprÂetationdesconstructeursdu type).

A®n de justi®erla correctiondes programmes,la notion de type de donnÂee doit imposer
unecontraintesur les termesdu type � . On va imposercettecontraintepar unepropriÂetÂe de
l'interprÂetationpleine.OnestconduitÁaproposerladÂe®nitionsuivante,dueÁaJean-LouisKrivine :

�

Il nefautpasconfondrelestermesdetype � (quel'on obtientparunepreuve)etles ÂelÂementsdutype � . Dans
le casdestypesdedonnÂeesin®niesnousverronsqu'il y aunediffÂerence.
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DÂe®nition5.2. OndiraquelemodÁele
�

estintentionnelpourle typededonnÂeesD dÂe®niparla
formule �

�+�$�

Áaunevariablelibre
�

(dupremierordre)si etseulementsi pourtouteinterprÂetation
pleine � , coÈõncidantavec

�

surlestermesdupremierordre,ona :
�




�

�

�

�

�����

�

�

�


��

�

��� �

si et seulementsi
�

�

�

et
�




�

�

La dÂe®nitionci-dessusestrelative Áa l' Âequivalence� . Dansla dÂe®nitionoriginale,la
�

-Âequi-
valenceÂetaitutilisÂee.Celanesuf®tpaspour les typesdedonnÂeesin®nies.Nousutiliseronsla

 -Âequivalence(cequi pour les typesdedonnÂees®niesnechangerien, puisquelesdeuxÂequi-
valencescoÈõncidentsur lestermesnormalisables).On pourraitaussiparlerdetypededonnÂees
Áa 
 � -ÂequivalenceprÁes.(cf annexeA pourla dÂe®nitiondecesÂequivalences).

MontronsmaintenantcommentcettedÂe®nitionjusti®ela mÂethodedeprogrammation:

Proposition5.3. ConsidÂeronsun langagecomprenantunsymboledefonctionn-aire � satisfai-
santun ensembled' Âequation� . ConsidÂeronsun terme

�

tel que:
	��

� 	��
�

� � �

	 �
�




�

�
���

�
�

� � � � � �

�
�+�

�
� �

�

�

�

�(�
�

� � � � �

�
�

�,� �

Sil'on considÁereunmodÁele
�

intentionnelpour �

�

� � � � � �

�

et � , etsi l'on considÁere 1 termes�

�

� � � � �

�

�

ÂelÂementsrespectifsdestypes�

�

� � � � � �

�

, alors
�

���

�

� � �

�

5

�

estunÂelÂementdutype�

et
�

���

�

� � �

�

5

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

5

�

(Cecisigni®eque
�

estbienun termecalculantla fonction
�

�

�

� ).

DÂemonstration: ConsidÂeronsuneinterprÂetationpleine � coÈõncidantavec
�

surlestermesdu
premierordre.Parle lemmedeconservation(3.14),on trouve:

�




�

�

�

�

	����

� � �

	����



�

� �+� ���

� � � � � �

�"����� ���

�

�

�

�(� �

� � � � �

��� � �
�

�

�

�

�




ConsidÂerons 1 termes
�

�

� � � � �

�

5 ÂelÂementsrespectifdestypes �

�

� � � � � �

�

. Par dÂe®nitionde
l'interprÂetation,on trouve:

�

���

�

� � �

�

5

��


�

�

�

�

�

�

�(�
�

� � � � �

�
�

�,�

�

�

�


��

�

�

�

�

Cequi donne:
�

� �

�

� � �

�

5

��


�

�

�

�

�����

�

�

�




�

�

���

�

�

�

�

�����

	�	�	

� ���

�

�

Or,
�

Âetantintentionnelpour � , on trouve:

�

���

�

� � �

�

5

�

�

�

�

� �

�

�

�

� � � � �

�

5

�

et
�

�

�

�

�

� �

�

� � �

�

5

� �

�

�

�

�����

�

Cela ne suf®t pas encoretout Áa fait. En effet, supposonsque l'on veuille programmerun
ensemblede fonctions �

�

� � � � �

�

�

dÂe®niessur destypesde donnÂees �

�

� � � � � �

� (chaquetype
Âetantunensembledetermes).Supposonsaussiquepourchacunedesfonctions�

 
, onait obtenu

un terme
�

 
du typevoulu enutilisantles Âequations� satisfaitesparlesfonctions�

�

� � � � �

�

�

. La
propositionprÂecÂedenteassurequele terme

�

 
calculebienla fonction �

 Áa conditiond'avoir pu
construireunmodÁele

�

, intentionnelpourchacundestypesetsatisfaisantles Âequations� .
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En fait, on montrefacilementquesi l'on a un modÁeledecesÂequations,ausensusueldu terme
(l'interprÂetationd'un symbolede fonctionn'est dÂe®nitquesur les typede donnÂees),alorson
peuttoujoursl' ÂetendreÁal'ensembledetousles

�

-termes,Áaconditionqu'aucundestypesnesoit
rÂeduit Áa un seulÂelÂement(un tel typesatisfaitl' Âequation

	 �)	��"�,� � ���

qui nepeutÃetreÂetendue
Áa

�

) ([11] p153-155).

Il faut fairedeuxremarquesqui illustrentla diff Âerenceentrelestypesin®niset®nis:

� DansuntypedonnÂeesin®nies,il n'y aquedesstructuresrÂecursives,puisqu'elless'expri-
mentavecdestermesdu

�

-calcul.Parexemple,les ÂelÂementsdu typeªstreamd'entiersº
correspondentuniquementauxlistesin®nieset rÂecursivesd'entiers.

� PardÂe®nition,il y a bijection entreles ÂelÂementsd'un type de donnÂees� et les termes
appartenantÁa l'interprÂetationde � , mais l'ensembledestermesde type � (ceux que
l'on peut extraired'une preuve)est seulementinclus dansles ÂelÂementsdu type. Par
exemple,pourdÂe®nirle moindrestreamil faut ajouterun constructeuret desÂequations
(pour le streamdesentiersÁa partir de 1 , on prendun constructeur��� vÂeri®ant���

�

1

� �

� �

�

1 � ���

�

�61

� �

). Ainsi, il estimpossiblede typer tousles ÂelÂementsd'un typede donnÂees
in®nies.

Celarestevrai quelquesoit l'ensembled' Âequationsquel'on sedonne.En effet, on peut
typerlesdeuxtermesqui exprimentla bijectionentrelesstreamsd'entierset lesfonctions
totalesdesentiersdanslesentiers(cettebijectionassocieÁaunstreamlafonctionqui associe
Áaunentier1 l'entier quisetrouveÁalaposition1 danslestream).Or, lesfonctionstypables
sontexactementlesfonctionsprouvablementtotalesdansl'arithm Âetiquedusecondordre
[11]. Lesstreamstypablessontdoncexactementceuxqui correspondentÁa cesfonctions,
tandisquelesÂelÂementsdu typestreamsonttouslesstreamsrÂecursifs.

5.3 Lesstreams.

Avant d'attaquerle casgÂenÂeral qui estassezcomplexe,nousallonscaractÂeriserles modÁeles
intentionnelspour la dÂe®nitiondesstreamsdonnÂeedansle chapitre2. Cet exemplepermettra
demieuxcomprendrele mÂecanismedela preuve.

Onrappellequelesstreamsd'objetsdetype � sontdÂe®nisparla formulesuivante:

�

�

�+�$�"�

���

�

� 	 � � 	��#	�� 


�

��� �

� �

� � �

� �

���

�

� �(��� �����

	

� 


Proposition5.4. Si
�

est intentionnelpour le type � , Lesdeuxpropositionssuivantessont
Âequivalentes:

1.
�

estintentionnelpour �

�

�����

2. Pour toustermes
�

et � tel que
�




�

� et �




�

�

�

, ona �

� �

�



�

�

�

�

�

���

�34

�

4

�

�

�

.

DÂemonstration: CommencËonspar prouver(1) implique (2). Supposonsle modÁele
�

inten-
tionnel pour �

�

�����

et � . Choisissonsdeuxtermes
�

et � tel que
�




�

� et �




�

�

�

. Choi-
sissonsune interprÂetation � coÈõncidantavec

�

sur les termesdu premierordre.On a alors�




�

�

�����

�


��

�

�

�

� et �




�

�

�

���!�

�


�� � ����� . D'o Áu, par dÂe®nitionde l'interprÂetationde la formule
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�

�

���!�

,
�)4

�

4

�

�

��


�

�

�

�

� �

� �

�

�$� �

�


��

�

�

�

� � � ����� . Or,
�

Âetantintentionnelpour �

�

�+�$�

, on endÂeduit
�34

�

4

�

�

�

� �

�

� �

� 


�

�

�

�

�

.

Montronsmaintenant(2) implique(1). ChoisissonsuneinterprÂetation� coÈõncidantavec
�

sur
lestermesdupremierordre,etvÂeri®ant(2). DÂe®nissons� �


�� �

�

� � �

parinduction:

�

�




�

�

�

�

�

�

pourtous
�

-termes
�

et
�

.

�

�




�

�

�

�

�

�

ssipour tout ordinal �

�

� , il existe �

�����

�

�

�

�

�


 �

tel que
�

�

�

�34

�

4

�

�

�

�

,�

�

�

�

� �

�




�

� �

�

�

�

, �




�

�

�����

�


��

�

����� et
�

�




���

�

�

�

�

�

.

�

�




���

�

�

�

ssi
�




�

�

�

�

�

�

pourtoutordinal � .

Montronsque
�




�

�

�����

� 
��

�

�

�

� ssi
�




���

�

�

�

. Notons �

�

�

� �

�

�

�)	��*� 	

1

	��"�

�

�

1

� �

�

� �

�

� �

�

1 �

�$� ���������

� 
�� ������� , etcommencËonsparprouver:
�




�

�

�

�6�

�

�

ssi
�

�

�

�34

�

4

�

�

�

�

et
�

�

�

�

� �

�




�

���

�

�

�

avec �




�

�

�+���

�


��

�

��� � et
�

�




�

�

�

�

�

�

� Pour l'implication gauchedroite, supposonsque
�




�

�

�

� �

�

�

, et choisissonsune
�

-
variable

4

n'apparaissantpaslibre dans
�

. DÂe®nissons� par
�




�

�

�

�

ssi
�

�

�

�

4

�

�

�

�

,
�

�

�

�

� �

� 


�

� �

�

�

�

, �




�

�

�����

� 
��

�

����� et
�

�




�

�

�

�

�

.Notons�

�

�

�

�+�

�

�

� �

��� �

� �0�

� �

�

.
Pour tout �




�

�

�����

�


��

�

��� � et
�

�




�

�

�

�

�

, on a
�

4

�

�

�

��


�

�

�

� �

�




�

� �

�

�

� �

. Donc
4




�

	

1

	 �'�

�

�

1

� �

�

� � �

� �

�

1��

��� �

�


 � . D'o Áu
�

�

4

� 


�

���

�


 � . Par dÂe®nitionde � , on
obtientalors

�

�

4

�

�

�

�

4

�

�

�

�

et
�

�

�

�

� �

� 


�

� �

�

�

�

avec�




�

�

�����

� 
��

�

����� et
�

�




�

�

�

�

�

. Or,
4

n'apparaissantpaslibre dans
�

, de
�

�

4

�

�

�

�

4

�

�

�

�

ondÂeduit
�

�

�

�34

�

4

�

�

�

�

. D'o Áu le
rÂesultatattendu.

� Pourlesensdroite-gauche,supposons
�

�

�

�)4

�

4

�

�

�

�

,
�

�

�

�

� �

�



�

���

�

�

�

, �




�

�

�����

�

��

�

�����

et
�

�




�

�

�

�

�

. Choisissons�


 � �

�

��� �

et notons�

�

�

�

���

�

�

� �

��� �

� �0�

� �

�

.
Soit �




�

	

1

	 �'�

�

�

1

� �

�

� � �

� �

�

1��

�$� �

�



� . On doit montrerque
�

�

�

��


�

���

�



� .
Mais

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

avec �




�

�

�����

�


��

�

����� et
�

�




�

�

�

�

�

. Ainsi, on obtient
�

� �

�

�

��


�

�

� �

�

1 �

���

�



�
�

�

������� � �

�

�
� , qui implique

�

� �

�

�

��


�

�

�

� �

�



�

���

�

�

� �

. OnobtientalorslerÂesultat
voulucar �

� �

�



�

���

�

�

�

�

�

�

.

On endÂeduitdonc �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

. Ainsi, la dÂe®nitionde � � correspondÁa celledu plusgrand
®xeparinduction.On obtientdoncbien

�




�

�

�����

� 
��

�

�

�

� ssi
�




���

�

�

�

.

De la mÃememaniÁere,onpeutdÂe®nir � �




�

� � �

parinduction:

�

�

�

�

� �

.

�

�




�

�

�

ssi pour tout ordinal �

�

� , il existe � �

�

�

tel que
�

�

�

�

� �

� 


�

���

�

�

�

avec
�

�

�

�

�

�+���

� 
��

�

����� et
�

�




�

�

�

.

�

�




�
� ssi

�




�

�

�

pourtoutordinal � .

Parunepreuvesimilaire,on obtient
�

���

�

�

�

�

�

�

�+�$�

ssi
�




� � .

Maintenant,pour prouverla proposition,il suf®t de montrerque
�




���

�

�

�

ssi
�

� �

�

et�




� � . OnobtientcerÂesultatparla successiondeslemmessuivants,dontontrouverala preuve
aveccelleducasgÂenÂeral:

1. (lemme5.12)Onmontre� �

�

�

� 
� �

si et seulementsi
�




��� .
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2. (lemme5.14)OnendÂeduit
�




���

�

�

�

implique
�

� �

�

. CeladÂecouledela dÂe®nitionde
��� , il suf®tdemontrerparreccurenceque

�




�
�

�

�

�

implique
�

� ���

�

. On utilise (2)
uniquementpourmontrercelemme.

3. (lemme5.15)Onprouvealorsque � �

�

�

�

estclospourla 
 -Âequivalence.

4. (lemme5.16)On dÂeduit immÂediatementdesdeuxlemmesprÂecÂedentsque
�




� �

�

�

�

si
etseulementsi

�

� �

�

et � �

�

�

� 
� �

, d'oÁu le rÂesultat.
�

5.4 Construction formelle destypesdedonnÂees.

Danscettesection,onvaexposerformellementla mÂethodeutilisÂeeaudÂebutdecechapitrepour
construireun typededonnÂees.

On supposeque l'on a dÂejÁa dÂemontrÂe que le modÁele
�

Âetait intentionnelpour les types
�

�

� � � � � ��� (cf dÂe®nition5.1). ÁA partirdecestypes,onvadÂe®nirunnouveautypededonnÂees
� .

Commeon l'a vu danslesexemplesprÂecÂedents,on peutdÂe®nircetypededonnÂeesenutilisant
le pluspetitpoint®xe,le plusgrand,oumÃemeunmÂelangedesdeux.

Pourformalisercela,on sedonnele rang
�

du typequi estle nombredepoints®xesutilisÂes.
On sedonneaussi�

�

� � � � �

���




�




� � � pourindiquerrespectivementsi le � -Áemepoint ®xeest
un pluspetit point ®xe( �

 

� 


) ou un plusgrandpoint®xe( �

 

�

� ). DanscettenumÂerotation
despoints®xes,onconviendraquel'indice � correspondaudernierpoint®xeÁacalculer(le plus
Áa gauchedansla formule).

Ondoit donneraussilesconstructeursdutype: �

�

� � � � ���

�

. Pourchaqueconstructeur�
 
, ondoit

donnersonaritÂe 1
 
, et si elle estnonnulle, on doit donnerle typede chacundesarguments:

�
 

�

�

pour
�

�

� 
 1
 
. Bien sur, �

 

�

�

estsoit � , soit l'un destypesdedonnÂees��� dÂejÁa dÂe®nis.
De plus,si �

 

�

� �

� , on sedonneun entier
�

 

�

� 


�

� � � � � �

�

� (pour indiquerÁa quelniveauce
paramÁetreinductif serali Âeparunpoint®xe).

OnpeutmaintenantÂecrirela formulequidÂe®nitcetype.Pourcela,onsedonne
�

� � variablesde
prÂedicatsd'aritÂe � :

�

� �

�

� � � � � �

� . Pourchaqueconstructeur�  d'aritÂe 1
 , ondÂe®nitla formule

�

 dela maniÁeresuivante:

�

 

� 	��
�

� � �

	��
�

�

�

�

�
�

�

� � � � � �

�

�

�
�

�

���

�
 




�
�

� � � � �

�
�

�

� �

avec�

�
�

�
� si �! 

�

�
�

�
� et �

�
�

�

�

��� 	 si �! 

�

�
�

� .

OndÂe®nitalorslesformulessuivantesparrÂecurrence:

� Onpose:
�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

�����
	���


�

�

� � � � �

�

�
��� �,���,�

� Pour
�


 �

�

�

avec �

�

�

�
� 


, onpose:

�

� �

�

�

� � � � � �

�

�

�����

���

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

� � � � � �

�

�

�

�

�$�

	

��
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� Pour
�


 �

�

�

avec �

�

�

� �

� , onpose:

�

� �

�

�

� � � � � �

�

�

�����

���

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

� � � � � �

�

�

�

�

���

	

� 


La formule �

�+���

qui dÂe®nitle type � estalors:

�

�+�$� �

� �

�+���

A®ndebienmettreenplacelesnotations,appliquons-lesÁa deuxtypesdÂe®nisau dÂebutde ce
chapitre:

� Pourlesstreamsd'entiers
�

�

:

�

� �������

� �

� &

	��

�

	�� 	��




� �

� �

� ���

� �

� �

�

�$�

�

� �

& �

	

��


±
� �

� : un seulpoint®xe.

± �

�
�

� : c'estun plusgrandpoint®xe.

± �

� �

� � , 1

� �

� : unseulconstructeurd'aritÂe � .

± �

�

�

�
� �

: le premierargumentde � � estunentier.

± �

�

�

�

�

�

�

: le secondargumentestinductif, c'est Áadiredutypequel'on estentrain
dedÂe®nir.

±
�

�

�

�

�

� : ceparamÁetreinductif estli Âeparle premieret le seulpoint®xeintervenant
dansla constructiondu type.

� Pourle typedessuitesbinairesn'utilisant qu'un nombre®nide � (
�

�

) :

�

�

�����"�

���

�

�

� �

� � &

�

�

� � �

�

�

&

�

	

� 


	

��


avec:

�

�

� � �

�

�

&

� � 	 �

�

	�� 


�

� ���

� �

�,���(�

�

	�� 


�

� ��� �

�

�
� �$� ��� �

&
�

±
� �

� : deuxpoints®xes.

± �

�
�

� et �

�

� 


: unplusgrandpuisunpluspetit point®xe.

± �

�
�

� � , 1

�
�

� et �
�

�

�

�

, 1
�

�

� : deuxconstructeursd'aritÂe � .

± �

�

�

�
�

�
�

�

�
� �

�

: lesargumentsdecesdeuxconstructeurssontinductifs.

±
�

�

�

�
�

� et
�

�

�

�
�

� : le premierparamÁetreinductif estli Âe parle premierpoint ®xe,
le secondÂetantli Âeparle secondpoint®xe.

Onvamaintenantcalculerles ÂelÂementsdutypededonnÂees� , dansuneinterprÂetationclassique
�

. Pourcela,construisonslesensemblessuivants:

���

 

�

�

�

� � � � � �

�

���

�

�

�
 

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

��


�

� 


�

�

��� 	 si �
 

�

� �

� �

�

� 


�

�

�

si �
 

�

���

��� �
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�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� � �

�

�

 ��

�

�

 

�

�

�

� � � � � �

�

�

�

�

� �

�

�

� � � � � �

� � �

�

�

�




�

�

�

� �

�

�

� � � � � �

�

� �

�

�

� � si
�


 �

�

�

et �

�

�

� � 


�

�

� �

�

�

� � � � � �

� � �

�

�

�




�

�

�

�

�

� �

�

�

� � � � � �

�

� �

�

� si
�


 �

�

�

et �

�

�

� �

�

Onmontrealorsle lemmeet la propositionsuivantes:

Lemme5.5. Pour tout �




�

��� �

, pour tout �




�

� � �

�

etpour toutmodÁele
�

, ona :

�

� � � �

� �0�

� �

�

�

�

�

 estÂequivalentÁa �

 

�

�

�

� � � � � �

�

�

�

���

DÂemonstration: Onrappelleque:

�

 

� 	�� �

� � �

	����

�

�

�

� � �

� � � � � �

�

�

���

�

���

�  


 � �

� � � � �

���

�

�

�

avec�

� �

��� si �
 

�

� �

��� et �

� �

�

�

��� 	 si �
 

�

���

� .

Donc,pardÂe®nitiondel'interprÂetationclassique,
�

�

� � �

�,�.�

� �

�

�

�

�

 
si et seulementsi

pourtoustermes
�

�

� � � � �

�

�

� ,
�

� 


�

� -��

	

�

� ��� � ��� ����� �

�

�

� ���6�

pourtout � , entraÃõne�

�
 

�

�

�

�

�)


� .
Cequi donnebienle rÂesultatvoulu,vuela dÂe®nitiondesformules�

�

.
�

Proposition5.6. En utilisant lesnotationsintroduitesci-dessus,l'ensemble�

� desÂelÂements
du type � estÂegal Áa ��� .

DÂemonstration: OnrÂealisecettepreuveparinductionsurla constructionde � � . Oncommence
parmontrerque:

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� �

�

� -

�

�

�

��� �

�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

�$� �

PardÂe®nitionde l'interprÂetationclassique,
�




�

�!-

�

�

� ��� � �

�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

�����

estÂequivalent
Áa,pourtout �




�

� � �

,

�

� � � �

� � �

� �

� �.�

�

�

�

�

�

�

 
pourtout � , entraine

�




�

Donc, en utilisant le lemme5.5, ceci est ÂequivalentÁa : pour tout �




�

� � �

, pour tout �

�

 

�

�

�

�

� , entraÃõne
�




� . Cequi estÂequivalentÁa
�

appartientÁala rÂeuniondes�

 

�

�

�

� � � � � �

�

�

,
qui estexactementla dÂe®nitionde �

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

.

ResteÁa montrerquesi :

�

�

�

�



�

�

� � � � � �

�

�

�
�

�

�

�!-

�

�

�

��� �

�

�

�

��� �




�

�

�

� �

�

�

� � � � � �

�

�

�

�

���
�

alorsla mÃemepropriÂetÂe estvrai pour � . CecidÂecouleimmÂediatementdesdÂe®nitionsde �

�

et
�

�

, car �

�

estconstruitcommeunpluspetitouunplusgrandpoint®xede �

�

�

�

, et la dÂe®nition
de �

�

estexactementl'interprÂetationdecepoint®xe.
�
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Corollaire5.7. Pour
�


 �

�

�

, onpeutaussidÂe®nir�

�

Áa partir de �

�

�

�

par inductionsur les
ordinaux,dela maniÁeresuivante:

� Si �

� � 


, on pose

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � � �

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� �

�

�




�

�

� � � � � �

�

� �

Cettesuiteestcroissante,doncconstanteÁa partir d'un ordinal � � , et ona �

� �

�

����

.

� Si �

� �

� , onpose

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � � �

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� � �

�




�

�

� � � � � �

� �

�

CettesuiteestdÂecroissante,doncconstanteÁa partir d'un ordinal �
� , et ona �

�
�

�

���
�

.

DÂemonstration: Dans la preuvede la propositionprÂecÂedente,on a vu que �

� �

�

�

� � � � � �

� �

correspondaitÁa l'interprÂetationd'une formule �

�

, les � � Âetantles interprÂetationsde variables
positives.Cecimontreque �

�

estunefonctioncroissante(cf lemmedecroissance3.9).Cela
justi®elesconstructionsci-dessus(dÂe®nitionparinductiondespoints®xes).

�

Corollaire5.8. Si
�

estun ÂelÂementdutype � dansle modÁele
�

, alors il existeunconstructeur
�

 
etdestermes

�

�

� � � � �

�

5�� tel que
�

�




�

�

 

�

�

et tel que
�

�

�

�

�
 

�

�

�

�

�

� � � � �

�

5��

�

.

DÂemonstration: PardÂe®nition �

� , si
�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

, il existeun constructeur�
 et des

termes
�

�

� � � � �

�

5
� tel que

�

�




�

�

�

si �
 

�

� �

��� et
�

�




�

�

��� 	 si �
 

�

� �

� .

On montrealorspar inductionquesi
�




�

� �

�

�

� � � � � �

� �

, il existeun constructeur�
 et des

termes
�

�

� � � � �

�

5
� tel que:

�

�

�




�

�

�

si �� 

�

�
�

�
�

�

�

�




�

�

��� 	 si �
 

�

� �

� avec
�

 

�

�


 � .

�

�

�




�

� �

�

�

� � � � � �

� �

si �
 

�

� �

� avec
�

 

�

���

�

Onvientdemontrerle cas�

� �

. SupposonscettepropriÂetÂevrai pour �

�

�

�

etmontronsqu'elle
restevrai pour �

�

. Pourcela,il suf®td'utiliser le fait que �

�

estun point®xede �

�

�

�

:

�

� 


�

�

� � � � � �

� � �

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� �

� 


�

�

� � � � � �

� �

�

Le cas�

�

�

donnealorsle rÂesultatvoulucar �

�

�

� � .
�

On vient demontrerquela constructionde � � correspondbienaucalculdesÂelÂementsdu type
� . Deplus,leslemmesetcorollairesprÂecÂedantsmontrentquela constructionde � � correspond
bienÁala constructionintuitive rÂealisÂeesurdesexemplesdansla premiÁeresectiondecechapitre.
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5.5 AdÂequationde la construction.

Danscettesection,nousmontronsqu'il estfaciledecaractÂeriserlesmodÁelesintentionnelspour
le typededonnÂees� ainsiconstruit.Pourcela,on dÂe®nitla notiondemodÁelesyntaxiquement
intentionnelpourle type � :

DÂe®nition5.9. On dira quele modÁele
�

estsyntaxiquementintentionnelpourle type � si et
seulementsi pourtoutconstructeur�  dutype � etpourtoustermes

�

�

� � � � �

�

5 � tel que
�

�




�

�

 

�

�

(cequi signi®eque
�

�

� � � � �

�

5 � sontdestermesdu bontypepourle constructeur�  ), on a

�

�  

� �

�

�

�

� � � � �

�

�

�

� �

�)4�	

� � �

�34

5

�

4�	

�

�

� � �

�

�

�

�

Tout aulong decettesection,on va dÂevelopperun certainnombredelemmeset dedÂe®nitions
a®nde ®nalementdÂemontrerles thÂeorÁemes5.17 et 5.18 qui af®rmentqu'un modÁele

�

est
syntaxiquementintentionnelpour le type � si et seulements'il est intentionnelpour le type

� (sousreserveque
�

soit aussiintentionnelpour les types �

�

� � � � � � �
intervenantdansla

dÂe®nitionde � ).

Pourcela,oncommenceparsedonnerunmodÁele
�

quelconqueetuneinterprÂetationpleine �

coÈõncidantavec
�

sur lestermesdu premierordre.Puis,on dÂe®nitlesfonctions �

� 
 ��� �

�

� � � �

�

� ���
�

�

��� � �

suivantes:

�

�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� �

�

�

ssi il existeun entier � et destermes
�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

� tel
que:

±
�

�

�

�

�
 

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

±
�

�

�

�34
�

� � �

�34

5

�

4
	

�

�

� � �

�

5
�

�

(
4

�

� � � � �

4

�

n' Âetantpaslibre dans
�

�

� � � � �

�

�

� )

± Pourtout � , si �  

�

�
�

�
� (typedÂejÁadÂe®ni),

�

�



�

�
�

� ���

� 
��

�

�

� 	

�

± Pourtout � , si �
 

�

� �

� (paramÁetreinductif),
�

� 


�

�

� � 	

�

�

� �

�

�

� �

�

���

�

�

�

�

�

� 


�

�

�

�
�

�

�

� � � � � �

�

� �

�


 � � si
�


 �

�

�

et �

�

�

�
� 


�

�

� �

�

���
�

�

�

�

�

� 


� 
 �

�

�

�
�

�

�

� � � � � �

�

� �

�

� si
�


 �

�

�

et �

�

�

�
�

�

Onmontrealorsleslemmessuivants:

Lemme5.10. Pour toustermes
�

et
�

ona :
�




�

�

�

�

�����

�

�

�


��

�

�

�

�

ssi
�




���

�

�

�

DÂemonstration: CommencËonsparmontrerque
�




�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

���

�

�

�




�

��� �

�

�

�

�

�

�

ssi
�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�$�

�

�

Montronsd'abordle sensdroite-gauchedel' Âequivalence:

Supposons
�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�6�

�

�

, on doit montrer
�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

���


�� � � � ���

�

�

�

� . Soit
�


��
�

�

� � �

et �

�

� � � � �

�

�

vÂeri®ant�

�




� �

�

�


�� ��� � ��� ����� ���

�

�

�

� pourtout
�

.
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PardÂe®nitionde l'interprÂetation,on doit prouver
�

�

�

�

� � �

�

5

� 


�

�

�

�

. PardÂe®nitionde �

� ,
on trouvedestermestel que

�

�

�

�34 �

� � �

�34

5

�

4 	

�

�

� � �

�

5 �

�

,
�

�

�

�

�  

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

,
�

��


�

�

� � ��� �

�


�� � � � ���

�

	

�

� 	

� avec �

� �

��� si �  

�

���

��� et �

���

�

�

��� 	 si �  

�

� �

� . On en dÂeduit,
par dÂe®nitionde �

 ,
�

�

�

�

� � �

�

5

�

�

�

�

�

	

�

�

� � �

�

5 �

� 


�

�

�

�  

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

� �

. Or, on a,
�

�

�

�

�  

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

. D'o Áu le rÂesultat.

Montronsmaintenantle sensgauche-droitedel' Âequivalence:

On suppose
�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

���


�� ��� � ���

�

�

�

� . Choisissons�


 � �

�

��� �

de la maniÁere
suivante: soit 1 variables

4

�

� � � � �

4

�

n'apparaissantpaslibresdans
�

et
�

. Onpose�




�

�

�

�

si
etseulements'il existeunentier � etdestermes

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

� tel que:

�

�

�

�

�

�  

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

4 	

�

�

� � �

�

5 �

�

(
4

�

� � � � �

4

�

n' Âetantpaslibre dans
�

�

� � � � �

�

�

� )

� Pourtout � , si �! 

�

� �

� � (typedÂejÁa dÂe®ni),
�

� 


�

� �

�,���

� 
��

�

�

� 	

�

� Pourtout � , si �
 

�

� �

� (paramÁetreinductif),
�

� 


�

�

��� 	

�

�

� �

PardÂe®nitiondel'interprÂetation,ona
�

�

�

�

� � �

�

5

��


�

�

�

�

pourtoustermes�

�

� � � � �

�

�

, vÂeri®ant
pourtout

�

, �

�




� �

�

� 
�� ��� � ��� ����� ���

�

�

�

� . Or, pourtoustermes
�

�

� � � � �

�

���

�

�

�

� � � � �

�

���

, vÂeri®ant
�

� 


�

�

� � �

� 
�� ��� � ���

�

	

�

� 	

� pour tout � , on a
�

4

�

�

�

� � �

�

5��

� 


�

�

�

� �

�

�

�

�

�

� � � � �

�

���
� �

. Donc,Par
dÂe®nitionde �

� ,
4

�




� �

�

�

�� ��� � ��� ����� ���

�

�

�

� . Donc,on obtient
�

�

4��

� � � � �

4

5

��


�

� ���

. D'o Áu il
existeunentier � etdestermes

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

� tel que:

�

�

�

�

�

�
 

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

�

4��

� � �

4

5

�

�

�

�

4 	

�

�

� � �

�

5��

�

(
4

�

� � � � �

4

�

n' Âetantpaslibresdans
�

�

� � � � �

�

�

� )

� Pourtout � , si �
 

�

� �

��� (typedÂejÁa dÂe®ni),
�

� 


�

���

�,���

�


��

�

�

� 	

�

� Pourtout � , si �
 

�

� �

� (paramÁetreinductif),
�

� 


�

�

��� 	

�

�

� �

Or,
�

�

4
�

� � �

4

5

�

�

�

�

4
	

�

�

� � �

�

5
�

�

et
4

�

� � � � �

4

�

non libres dans
�

�

� � � � �

�

�

� impliquent
�

�

�

�34
�

� � �

4

5

�

4
	

�

�

� � �

�

5
�

�

. Donclesconditionsci-dessusimpliquebien
�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�6�

�

�

.

Il resteÁa montrerqui si

�




�

�

�

� �

�

�

� � � � � �

�

�

�

�

�$�




�

��� �

�

�

�

�

�

� ssi
�




�

�

�

�



�

�

� � � � � �

�

�

�
�

�

�

�

Alors la mÃemepropriÂetÂeestvrai pour � .

Or, ceciestimmÂediatcar la formule �

�

estun point ®xe,et car la dÂe®nitionde �

�

Áa partir de
�

�

�

�

correspondexactementÁa l'interprÂetationdecepoint®xe.
�

Corollaire5.11. Pour
�


��

�

�

, on peutaussidÂe®nir�

�

Áa partir de �

�

�

�

, par inductionsur
lesordinauxdela maniÁere suivante:
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� Si �

� � 


, on posepour tout
�


��

:

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � �

�

� � �

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � �

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� �

�

�




�

�

� � � � � �

� �

�

�

�

�

Cettesuiteestcroissante,doncconstanteÁa partir d'un ordinal � � et �

� �

�

����

.

� Si �

� �

� , onposepour tout
�


��

:

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � �

�

� � �

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � �

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� � �

�




�

�

� � � � � �

� �

�

�

�

�

CettesuiteestdÂecroissante,doncconstanteÁa partir d'un ordinal � � et �

� �

�

� �� .

DÂemonstration: cettedÂe®nitioncorrespondÁa la dÂe®nitionparinductiondespoints®xes.
�

Lemme5.12. Pour tout terme
�

ona :

���

�

�

� 
� �

ssi
�




� �

DÂemonstration: On montre ce rÂesultatpar induction sur la constructionde ��� et � � . On
commencepar prouverque si l'on prend �

�

� � � � � �

�


 ���

�

� � �

et �

�

� � � � � �

�




�

��� �

vÂeri®antpourtout � :
�

 

�

�

� 
� �

ssi
�




�
 

�

�

�

alorson a:
�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� �

�

� 
� �

ssi
�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

CecidÂecouledela dÂe®nitionde �

� qui implique: �

�

�

�

�

� � � � � �

�

�6�

�

��
 � �

si et seulementsi il
existeunentier � et 1

 terme
�

�

� � � � �

�

�

� tel que:

�

�

�

�

�

�  

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

� Pourtout � , si �! 

�

�
�

�
� , �

�
�

� ���

� 
��

�

�

� 	

�


� �

� Pourtout � , si �
 

�

� �

� , �

�

��� 	

�

�

� � 
� �

Or, ��� Âetantun typededonnÂeeset vueslesconditionssur les �
 
et les �

 
, ceciestÂequivalent

Áa il existeun entier � et 1
 
termes

�

�

� � � � �

�

�

� tel que

�

�

�

�

�

�
 

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

� Pourtout � , si �
 

�

� �

��� ,
�

 




�

�

�

� Pourtout � , si �
 

�

� �

� ,
�

� 


�

�

�

� �

Cequi correspondexactementÁa la dÂe®nitionde
�




�

� .

ResteÁa dÂemontrerparinductionquesi souslesconditions(i) ona :

�

�

�

�




�

�

� � � � � �

�

�

�

�

�

�

� 
� �

ssi
�




�

�

�

�




�

�

� � � � � �

�

�

�

�

alorsla mÃemepropriÂetÂeestvrai pour � . Pourle dÂemontrer, onutilise lescorollaires5.7et 5.11,
qui af®rmentque:
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� Si �

� � 


(resp.� ), onpeutposerpourtout
�


��

:

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � �

�

� � �3�

resp.
� �

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � �

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� �

�

�




�

�

� � � � � �

� �

�

�

�

� �

resp.
�

�

Cettesuiteestalorscroissante(resp.dÂecroissante),doncconstanteÁa partir d'un ordinal
� � et �

���

�

����

.

� Si �

� � 


(resp.� ), onpeutposer:

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � � �3�

resp.
� �

�

��

�

�

�

� � � � � �

� � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� �

�

�




�

�

� � � � � �

�

� �

�

resp.
�

�

Cettesuiteestalorscroissante(resp.dÂecroissante),doncconstanteÁa partir d'un ordinal
�

�

�

et �

� �

�

�

�

��

.

Il suf®talorsdemontrerparinduction,quepourtoutordinal � on a

�

�

�




�

�

� � � � � �

�

�

�

�

�

�

� 
� �

ssi
�




�

�

�




�

�

� � � � � �

�

�

�

�

Or, le cas
�

esttrivial et le casd'inductiondÂecouledel'hypothÁesesur �

�

�

�

et �

�

�

�

.
�

Lemme5.13. ÂEtant donnÂee �

�

� � � � � �
�


 � �

�

� � �

, pour tous termes
�

et
�

, on a
�




�
�

�

�

�

� � � � � �
�

� �

�

�

si et seulements'il existeun entier � et destermes
�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

tel que:

�

�

�

�

�

�
 

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�34 �

� � �

�34

5

�

4 	

�

�

� � �

�

5
�

�

(
4

�

� � � � �

4

�

n' Âetantpaslibre dans
�

�

� � � � �

�

�

� )

� Pour tout � , si �
 

�

���

��� (typedÂejÁa dÂe®ni),
�

� 


�

���

� ���

�

��

�

�

� 	

�

� Pour tout � , si �
 

�

���

� et
�

 

�

�




�

(paramÁetre inductif),
�

� 


�

�

��� 	

�

�

� �

� Pour tout � , si �
 

�

���

� et
�

 

�

� �

�

(paramÁetre inductif),
�

� 


� �

�

�

�

� � � � � � �

� �

�

� �

DÂemonstration: Pour
�

� �

, cettepropriÂetÂe correspondÁa la dÂe®nitionde �

� puisqueon n'a
jamais

�

 

�

�
�

�

. SupposonsmaintenantquecettepropriÂetÂeestvraipour �
�

�

�

etmontronsqu'elle
estvrai pour �

� . �
� ÂetantdÂe®nicommeunpoint®xede �

�

�

�

(aussibienpour �

�

� 


quepour
�

�

�

� .), on a �
�

�

�

�

� � � � � �
�

� �

�
�

�

� �

�

�

� � � � � �
�

� �
�

�

�

�

� � � � � �
�

� �

. Donc, en appliquant
l'hypothÁesesur �

�

�

�

, on trouve
�




�
�

�

�

�

� � � � � �
�

�

si et seulements'il existeun entier � et
destermes

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

� tel que:

�

�

�

�

�

�
 

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�34 �

� � �

�34

5

�

4 	

�

�

� � �

�

5
�

�

(
4

�

� � � � �

4

�

n' Âetantpaslibre dans
�

�

� � � � �

�

�

� )

� Pourtout � , si �
 

�

� �

��� (typedÂejÁa dÂe®ni),
�

� 


�

���

�,���

�

��

�

�

� 	

�

� Pourtout � , si �
 

�

� �

� et
�

 

�

�




�

(paramÁetreinductif),
�

� 


�

�

��� 	

�

�

� �

� Pourtout � , si �
 

�

� �

� et
�

 

�

� �

�

� � ,
�

� 


� �

�

�

�

� � � � � � �

�6�

�

� �
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� Pourtout � , si �  

�

� �

� et
�

 

�

� �

�

� � ,
�

� 


� �

�

� �

�

�

� � � � � � � � � �

�

�

�

� � � � � � �

� �6�

�

� �

Cequi donnebienle rÂesultatvoulu.
�

Lemme5.14. Si le modÁele
�

estintentionnelpour les types�

�

� � � � � � �
intervenantdansla

dÂe®nitionde � , et,si
�

estsyntaxiquementintentionelpour le type � , alors :

Pour toustermes
�

et
�

�

�




� �

�

�

�

entraine
�

� �

�

et ���

�

�

� 
� �

DÂemonstration: Supposonsle modÁele
�

intentionnelpour les types �

�

� � � � � � � et syntaxi-
quementintentionnelpourle type � . MontronsparrÂecurrencequepourtoutentier1 etpourtous
termes

�

et
�

,
�




� �

�

�

�

entraÃõne
�

� � �

�

(cequi correspondÁa la dÂe®nitionde
�

� �

�

). Le cas
1

�

�

dÂecouledu fait quela 
 � -Âequivalenceestl' Âequivalencetriviale. Supposonsmaintenant
quele cas1 estvÂeri®Âe.Enappliquantle lemme

�

� � 7 Áa � � , on trouve
�




� �

�

�

�

si etseulement
s'il existeunentier � etdestermes

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

� tel que:

�

�

�

�

�

�  

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�34 �

� � �

�34

5

�

4 	

�

�

� � �

�

5
�

�

(
4

�

� � � � �

4

�

n' Âetantpaslibre dans
�

�

� � � � �

�

�

� )

� Pourtout � , si �
 

�

� �

��� ,
�

� 


�

���

�,���

�

��

�

�

� 	

�

� Pourtout � , si �
 

�

� �

� ,
�

� 


���

�

�

� �

Les ��� Âetantdestypesde donnÂees(hypothÁeseque
�

estintentionnelpour cestypes)et par
hypothÁesed'induction, on trouve

�

�

���
�

�

�

pour tout � . Or, par hypothÁese,on a
�

��


�

�

 

�

�

(en utilisant le lemme5.12 si �
 

�

� �

� ou bien le fait que
�

soit intentionnelpour � � si
�

 

�

� �

��� ). Donc,
�

Âetantsyntaxiquementintentionnelpour le type � , on trouve
�

� �

�34 �

� � �

�34

5

�

4�	

�

�

� � �

�

5
�

�

. Commeon a dÂejÁa
�

�

�

�34��

� � �

�34

5

�

4 	

�

�

� � �

�

5
�

�

, on trouve bien�

���

���

�

�

.
�

Lemme5.15. Pour tout terme
�

, � �

�

�

�

estclospour la 
 -Âequivalence.

DÂemonstration: Pour dÂemontrercela, on va montrer pour tout entier
�

la propriÂetÂe
� �

�

�

suivante: Pourtous �

�

� � � � � � �


 � �

�

��� �

si �

� �

�

�

estclospourla 
 -Âequivalencepourtout
� et tout terme

�

, alors � �

�

�

�

� � � � � � �

� �

�

�

estclospourla 
 -Âequivalencepourtout terme
�

.

OnveutdoncdÂemontrer
� �

�

�

. Montronsd'abord
� � � �

. Soit �

�

� � � � � �

�


��
�

�

��� �

vÂeri®ant
�

� � ���

clos pour la 
 -Âequivalencepour tout � et tout terme
�

. Soit trois termes
�

�

�

�

et
�

vÂeri®ant
�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

� �

�

�

et
�

� �

�

�

. PardÂe®nition,il existeun entier � et destermes�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

� tel que:

�

�

�

�

�

�
 

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�34 �

� � �

�34

5

�

4 	

�

�

� � �

�

5
�

�

(
4

�

� � � � �

4

�

n' Âetantpaslibre dans
�

�

� � � � �

�

�

� )

� Pourtout � , si �! 

�

�
�

�
� (typedÂejÁa dÂe®ni),

�

�



�

�
�

�,���

� 
��

�

�

� 	

�

� Pourtout � , si �! 

�

�
�

� (paramÁetreinductif),
�

�



�

�

��� 	

�

�

�
�

De plus, par dÂe®nitionde la 
 -Âequivalence,
�

�

�

�34��

� � �

�34

5

�

4�	

�

�

�

� � �

�

�

5��

�

avecpour tout � ,
�

�

�

� �

�

�

. Or �

���

�,���

� 
��

�

�

� 	

� ainsique �

�

��� 	

�

�

� �

sontclospourla 
 -Âequivalence.Donconabien�

�




�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�6�

�

�
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Il suf®t de montrermaintenantque
� �

�

� �

�

implique
� �

�

�

. Supposonsdonc
� �

�

� �

�

et
choisissons�

�

� � � � � � �


 �
�

�

��� �

vÂeri®ant�

� �

�

�

clospourla 
 -Âequivalencepourtout � et
tout terme

�

. Enappliquantle corollaire
�

� � � , on trouve:

� Si �

�

� 


, onposepourtout
�


��

:

�

�

�

�

�

�

� � � � � � �

�6�

�

� � �

�

�

�

�

�

�

� � � � � � �

�6�

�

� �

�

�

�

�

� �

�

� 


�

�

� � � � � � � � � �

�

�

�

�

� � � � � � �

� � �

�

�

CettesuiteestcroissantedoncconstanteÁa partird'un ordinal � � , et � �

�

�

���

�

.

� Si �

�

�

� , on posepourtout
�


��

:

�

�

�

�

�

�

� � � � � � �

�6�

�

� � �

�

�

�

�

�

�

� � � � � � �

�6�

�

� � �

�

�

�

� �

�

� 


�

�

� � � � � � � � � �

�

�

�

�

� � � � � � �

� � �

�

�

CettesuiteestdÂecroissantedoncconstanteÁa partird'un ordinal � � , et � �

�

�

���

�

.

Or
�

et
�

sont clos pour la 
 -Âequivalence,donc l'hypothÁesesur les �

�

et
� �

�

� �

�

donne
�

�

�

�

�

�

� � � � � � �

�6�

�

�

clospourla 
 -Âequivalence,pourtoutordinal � etpourtoutterme
�

. D'o Áu le
rÂesultat. �

Lemme5.16. Pour toustermes
�

et
�

, si le modÁele
�

estsyntaxiquementintentionnelpour le
type � ets'il estintentionnelpour lestypes�

�

� � � � � �
�

intervenantdansla dÂe®nitionde � , on
a : �




���

�

�

�

ssi
�

� �

�

et ���

�

�

� 
� �

DÂemonstration: le sensgauche-droitede l' ÂequivalencedÂecouledirectementdu lemme5.14.
Pourle sensdroite-gauche,supposons

�

� �

�

et ���

�

�

� 
� �

. On trouveun terme
�

�




���

�

�

�

et
par le lemme5.14on obtient

�

�

� �

�

et ainsi
�

� �

�

�

. Or, par le lemme5.15, � �

�

�

�

estclos
pourla 
 -Âequivalence.Doncona bien

�




� �

�

�

�

.
�

CeslemmespermettentdedÂemontrerle thÂeorÁemesuivant:

ThÂeorÁeme5.17. Si le modÁele
�

est intentionnelpour tousles types �
� intervenantdansla

constructionde � et s'il estsyntaxiquementintentionnelpour � , alors il estintentionnelpour
� , c'est Áa dire quepour touteinterprÂetation � coÈõncidantavec

�

sur les termesdu premier
ordre,ona

�




�

�

�

�

�,���

�

�

�


��

�

�

�

�

ssi
�


����

et
�

���

�

DÂemonstration: CethÂeorÁemesedÂemontresimplementparla suited' Âequivalencesobtenuepar
leslemmes5.10,5.16,5.12etlaproposition5.6: OnchoisitunmodÁele

�

vÂeri®antleshypothÁeses
du thÂeorÁemeet uneinterprÂetation � coÈõncidantavec

�

sur les termesdu premierordre.On
obtientalors:

�




�

�

�����

�

��

�

�

�

� ÂequivalentÁa
�




���

�

�

�

(par5.10)
ÂequivalentÁa

�

� �

�

et ���

�

�

� 
� �

(par5.16)
ÂequivalentÁa

�

� �

�

et
�




� � (par5.12)
ÂequivalentÁa

�

�
�

�

et
�




�

� (par5.6)
�
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ThÂeorÁeme5.18. OnpeutdÂemontrer la rÂeciproquedu thÂeorÁemeprÂecÂedent: Si le modÁele
�

est
intentionnelpour � ainsi quepour tousles type � � intervenantdansla constructionde � ,
alors il estsyntaxiquementintentionnelpour � .

DÂemonstration: Soit un modÁele
�

intentionnelpour tous les types � � intervenantdansla
constructionde � ainsi que pour � . Soit �  un constructeurdu type � , et

�

�

� � � � �

�

�

� des
termestel que

�

��


�

�

 

�

� (
�

�

� � � � �

�

�

� sont destermesdu bon type pour le constructeur�  ).
Soit

�

�

�

�$ 

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�

� 


�

� , et
�

�

�34 �

� � �

�34

5

�

4 	

�

�

� � �

�

5 �

�

. De
�

� 


�

�

 

�

�

on dÂeduit
�




�

�

�+�$�

� 
��

�

�

�

� pourtouteinterprÂetation� coÈõncidantavec
�

surlestermesdupremierordre.
Or

�

estintentionnelpour � , onendÂeduitdonc
�

� �

�

.
�



Chapitre6

RÁeglesdÂerivÂeeset optimisations.

En utilisant notre systÁeme,on s'apercËoit rapidementque l'on a besoind'utiliser desrÁegles
dÂerivÂeespourallÂegerlespreuves.On remarqueaussiquelesprogrammesassociÂesÁa cesrÁegles
dÂerivÂeesnesontpasceuxattenduset peuventsouventÃetreamÂeliorÂes.

Danscechapitre,onva ÂetudieruncertainnombredecesrÁeglesdÂerivÂeesetpourtoutescellesqui
le nÂecessitent,ondonnerauncontenualgorithmiqueoptimisÂe Áa la rÁegle.Il faudraalorsmontrer
quel'on prÂeservele lemmederÂeduction(lemme2.1)et le lemmedeconservation(lemme3.14)
dontdÂecoulenttouslesautresrÂesultats.

6.1 La r Âecurrencemutuelle.

Proposition6.1. Soit � une variable de prÂedicat.Soit 1 formules �� oÁu la variable � est
visiblementpositive(resp.visiblementnÂegative).Soit

�

� �

uneexpressionsubstituableÁa �

oÁu � n'a quedesoccurrencespositives.Soit
�

uncontexteoÁu � n'estpaslibre.

Sipourchaque�




�

� � � � � �61 � on trouveun terme
�

	

tel que:

� 	��

	

�

�

�

� � � � � �

�
�

�
 

�

� �

�

� � �

Alorspourchaque� , on trouveun terme
�

	

tel que:
�
	��

	

�

�
 

�

� �

�

� 


���

�

� �

	

� 
 ���

(resp� ) �

DÂemonstration: A®ndedÂemontrercetterÁegledÂerivÂee,notons� la formulesuivante(oÁu l'on a
choisitlesvariables

�

nonlibresdanslesformules�

�

, � � � �

�

) :

�

�
	 �

�

	 �




�

�
�

� �

� �

� � � � � �

�
�

���

� � ��� � �$�

�

�

�

� ���

�

Onmontrealorsquepourtout � , on trouveun terme�

	

tel que:
	

�

	

� 	

�

�

�

�

�
 

�
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On trouve �  
par inductionsur la longueurde la branchedroite de la formule �  

. Si � est
visiblementpositivedans�  , on estdansl'un descassuivants:

�

�  

�

�

� -6�

. Danscecas,on trouvefacilement�

	

�

�34

�

4 � 2 2�	

�

.

�

�  

�

�

�

�

�

 

. ParhypothÁesed'induction,on trouve �

�

	

� 	

�

�

�

�

�

�

 

�

Il suf®talorsde
prendre�

	

�

�34 �

�

�

�

�

	

�

	

�

4 � 2

�

	

2��

� � �

2 	

�

�

�

2 	

�

�

2�	

�

�

� � �

2

5

� � �

.

�

�  

�
	��

�

�

 

. De la mÃememaniÁere,l'hypothÁesed'inductiondonne�

�

 

pourla formule �

�

 

. Il
suf®talorsdeprendre�

	

�

�34

�

�

�

	

�

	

�

4 � 2

�

	

2 �

� � �

2�	

� � �

2

5

� � �

.

Donc,si l'on note �

	

� �

�

	

�

�

�#4

�

� � �

�

�

5

4

� �

, onobtient:
�

�

4

�

�

	

�

	

�

�  

�

� �

�

� � �

D'o Áu :
�

�

4

�

� �

	

� 	���


�

� �

� �

� �

� � � � � �

� �

� �

� � � � � ���,�

	

�

	 �

�

� � �

�

5

��� � � �

�

� �

Ainsi : ��	

*

�34 �

	

�

	 �

�

� � �

�

5

���

� � � �

�

�

���

�

� �

	

� 
��

D'o Áu en®n: ��	




�

	

*

�34 �

	

�

	 �

�

� � �

�

5

�

�

�

�
 

�

� �

�

�

���

�

� �

	

� 


�

Respectivement,si � estvisiblementnÂegativedans �

�

, � � � , �

�

, on obtient la mÃemepreuve
simplementenchangeantla dÂe®nitionde � par:

�

�
	

�

	 ��� 	 � 


�

�
�

� �

� �

� � � � � �

�
�

� �

� �

�

� � �)� �

�

�

� �

� ��� �

�

�

�

6.2 Optimisation de la r Âecurrencemutuelle.

En regardantun peula rÂeductiondestermesextraitsde la preuveprÂecÂedente,on s'apercËoit,
qu'Áa � -ÂequivalenceprÂes,ona :

�

	




�

�

�

	

�

�

� � �

�

5

�

Donc,pouroptimiserla rÁegleprÂecÂedente,il suf®tdesedonnerdespoints®xesde rÂecurrence
mutuellequel'on notera

*

5

	

, obÂeissantsÁa la rÁeglederÂeductionsuivante:



*

5

	

�

�

� � �

�

5

�




�

�

�

	



*

5

�

�

�

� � �

�

5

�

� � �



*

5

5

�

�

� � �

�

5

�
�

La rÁegledela rÂecurrencemutuellepeutalorss'Âecrire:
� 	��

�

�

�

�

� � � � � �

�
�

�

�
�

� �

�

� � �

� � �

� 	��

5

�

�

�

� � � � � �

�
�

�

�
�

� �

�

� � �

�

� 	




*

5

	

�

�

� � �

�

5

�

�

�
 

�

� �

�

�




� �

�

� �

	

� 


���

(resp.� )
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� Avec:

�

� unevariabledeprÂedicat,

�

�

�

, � � � , �

�

, 1 formulesoÁu la variable � est visiblementpositive (resp.visiblement
nÂegative).

�

�

� �

uneexpressionsubstituableÁa � oÁu � n'a quedesoccurrencespositives.

�

�

uncontexteoÁu � n'estpaslibre.

L'extensionde la preuvedu lemmede rÂeductionet du lemmede conservationne poseaucun
problÁemepourcetterÁegle,touteslespreuvesrestenttrÁessimilaires.

6.3 RÁegledespoints ®xessimultanÂes.

L'utilisation dela rÁegleprÂecÂedentecorrespondÁal'utilisation d'uneseuleinductionpourmontrer
plusieurspropriÂetÂes,cequi correspondauniveaudesprogrammesÁadesfonctionsmutuellement
rÂecursives.

Dualement,on peutaussiintroduireplusieurspoint®xesenmÃemetemps.C'est Áa dire quel'on
peutfaire deuxrÂecurrencesen mÃemetemps,parexemplepourprouverunepropriÂetÂe

� �,�

�

���

Áapartirde
	��)� �

���

���

et
	��)	 � � �,�

�

����� � �

�

�

� �

���

. CelacorrespondÁala rÁegledÂerivÂeesuivante:

Proposition6.2. Soit �

�

, � � � �

�

des variablesde prÂedicat. Soit une formule � oÁu chaque
variable �

 
estou bien visiblementnÂegative,ou bien visiblementpositive.Soit

�

�
�

�
�

, � � � ,
�

�
�

�
�

desexpressionsrespectivementsubstituablesÁa �

�

, � � � �

�

. De plus, on supposeque
�

 
n'a quedesoccurrencespositivesdans

�

 
, et aucuneoccurrencedans

� �

si �


�

� . Soit�

un contexteoÁu �

�

, � � � �

�

ne sont pas libres.Soit
�

�

, � � � ,
�

�

les formulesdÂe®niespar
�

 

�

�

�

�

�

 

�

 
	

�

 




si �
 estvisiblementnÂegativedans � , ou bien

�

 

�

�

�

�

�

 

�

 
	

�

 




si �
 

estvisiblementpositivedans� .

Si l'on trouveun terme
�

tel que:
�
	��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�
�

�

� � �

�

�

�

�

�

�
�

�
�

�

Alors,ona :
��	

*

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�
�

�

� � �

�

�

�

�

�

�
�

�
�

�

DÂemonstration: CetterÁegledÂerivÂeeesten fait beaucoupplus facile Áa prouverqu'Áa Âenoncer.
Notons:

�

�

 

� �

 

�

�
 

�

�

�

 

�

 

�

�

�

�

�
 

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

�

�

�

�

�

�
�

�
�

�

De l'hypothÁese
�
	��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�
�

�

� � �

�

�

�

�

�

�
�

�
�

�

ondÂeduit(parsubstitutionde
�

 Áa �
 pour ��
 � 
&1 ) :

�
	��

�

�

���

�

�

�

�

�

�

�
�

�
�

���

�
�

�

�

�

�

� �

�

�

� � �

�

�

�

�

�

�
�

� �

�

�
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enutilisant 1




� fois la factorisationdu point®xe,onobtient
�
	��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � �

Cequi donnealorsle rÂesultatvouluenappliquantla rÁegledupoint®xe(surla variable�

�

).
�

CetterÁegle ne nÂecessitepasd'optimisationet on dÂeduit donc directementde la proposition
prÂecÂedentela rÁeglesuivante:

� 	��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��� � � �

� � �

�

�

�

�

�

��� � � �

�

��	

*

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � �

� � �

�

�

�

�

�

� � � � �

� Avec:

�

�

�

, � � � �

�

desvariablesdeprÂedicat.

�

� uneformuleoÁu �

�

, � � � , �

�

sontvisiblementnÂegativesouvisiblementpositives.

�

�

�
�

�
�

, � � � ,
�

�
�

�
�

desexpressionsrespectivementsubstituablesÁa �

�

, � � � �

�

.

�

�
 n'a quedesoccurrencespositivesdans

�

 etaucuneoccurrencedans
� �

si �


�

� .

�

�

uncontexteoÁu �

�

, � � � �

�

nesontpaslibres.

�

�
�

, � � � ,
�

�

, 1 formulesdÂe®niespar
�

 

�

�

�

�

�

 

�

 
	

�

 




si �
 
estvisiblementnÂegative

dans� ou
�

 

�

�

�

�

�

 

�

 
	

�

 




si �
 
estvisiblementpositivedans� .

6.4 Plusgrand point ®xeavecªinclusionº.

OndÂeduitdela rÁegledela rÂecurrencemutuellela rÁegledÂerivÂeesuivante:

Proposition6.3. Soit � unevariabledeprÂedicatd'arit Âe 1 . Soituneformule � oÁu la variable
� estvisiblementpositive(resp.nÂegative).Soit

�

� �

uneexpressionsubstituableÁa � oÁu � n'a
quedesoccurrencespositives.Et soit

�

uncontexteoÁu � n'estpaslibre.

Si l'on prouve:
�
	��

�

� �

	 � 


� �

�

� �

	

��
 �

�

� �'�,� �

�

�

� �

�

� � �

(resp.
	 �'�

�

� �����

� �

�

� �

	

� 
 �

)

Alorson trouveun terme
�

tel que:
�
	��

�

�

�

� �

�

� 


� �

�

� �

	

��
��

�

(resp.� )

DÂemonstration: Posons�

�
�

� et �
�

� 	 � �

���

�

� �

	

��
 �

�

� �'� �

. On a par hypothÁese(en
prenant

�

�

�

�

) ��	��

�

�

�

�

� �
�

�

�

�
�

� �

�

� � �

Pourappliquerla rÁegledela rÂecurrencemutuelle,il suf®tdetrouverun terme
�

� tel que:
� 	��

�

�

�

�

� � �

� 	 �



���

�

� �

	

� 
 � �
�



6.5. OPTIMISATION DESR ÁEGLESDE POINTSFIXESAVEC INCLUSION. 73

Or, � n'ayantquedesoccurrencespositivesdans
�

, si l'on prouve
�
	��

�

�

� �

, on trouve
� tel que

� 	

�

� � �

� �

�

�

�

� � � �

� �

�

��� �

(la preuvedecetterÁegledÂerivÂeeclassique
estlaissÂeeausoindu lecteur).On a (enrenommantÂeventuellementlesvariables

�

si ellessont
libresdans

�

ou �

�

) :
�

�

2

�

�

�

�

	

�

� �

	

	

�

���

�

� �

	

� 
 �

�

� ���

�

Donc,on trouve � tel que:
�

�

2

�

�

�

�

	

�

� �

	

�

� �

� � �

�

�

���

�

� �

	

� 
 � � �

�

Puis,par la rÁegle de factorisationdu point ®xeet par deux introductionsd'implication, on
trouve: ��	

�32 ��	

�

�

�

�

� � �

� 	 ��


� �

�

� �

	

��
 � � �

�

�

Dansle casdu pluspetitpoint®xe,la preuveestsimilaire.

6.5 Optimisation desr Áeglesdepoints ®xesavecinclusion.

Cette rÁegle fait encoreintervenir une � -Âequivalence: le terme
��	

� est un � -Âequivalentde
l'identit Âe.Le termeextraitautotaldela rÁegleest

� *

�

�

�

� �)2 ��	

�

�

.

PouroptimisercetterÁegleet sedÂebarrasserdecette � -Âequivalenceinutile, il suf®td'introduire
unenotiond'inclusionetdel'utiliser pourremplacerl'hypothÁese

	 �"�

���

�

� �

	

��
��

�

� ��� �

, ce
qui permet,enfait, deconsidÂererque

��	 	

estdecetype.

Pourutiliser l'inclusion, on doit Âetendreunpeule systÁeme:

6.5.1 Extensiondu systÁemeavecl'inclusion.

Onautorisel'utilisation d'inclusionsdela forme
	 �"�

�

�

���

dansuncontexte.Aucuntermedu
�

-calculneseraassociÂe Áa cesinclusions.En pratique,on utiliseracesexpressionsquelorsque
l'une desdeuxformules� ou

�

seraatomique.

Lestrois rÁeglesmanipulantcesexpressionssont:

� RÁegledel'inclusion ( � ).
	 � �

�

�

���

�

� 	��

�

�

� ��� -��

�

	 � �

�

�

���

�

� 	��

��� � �!� -/�

� rÁegledupluspetitpoint®xeavecinclusion( �
 

�

)

	 � 
�� � �)�

�

�

�

�

� �

	

� 
 �

�

� 	��

�

�

� 


�

�0� �

�

� � � �

�

�

�

� 	

*
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�

�

�0� �
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�
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�
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� rÁegleduplusgrandpoint®xeavecinclusion( �  

�

)

	 � 


�

�

�

� �

	

� 


�

� � ���,�

�

��	��

�

�

� 


�

�.� �

�

� � � �

�

�

�

� 	

*

�

�

�

�0� �

�

� 


�

�

�

� �

	

� 
 �!�

LesdeuxderniÁeresrÁeglesÂetantsoumisesauxmÃemescontraintesque �  et �  .

6.5.2 Justi®cationsdesr Áegles.

Pour Âetendrele lemmede conservationdu chapitre3, il suf®t de considÂerer uniquementles
interprÂetations � qui vÂeri®entles inclusionsprÂesentesdansle contexte.C'est Áa dire que si
	 �"�

�

�

���

estprÂesentedele contexte,onneconsidÂereraquelesinterprÂetations� qui vÂeri®ent
pourtoustermes

�


 �

�

�

�

�


��

���

� �

� �

�

�


��

���

� �

Ceci permetde justi®erla rÁegle � (c'est Áa dire de prouver le casde � dansla preuvedu
lemme,parinductionsurla dÂerivationdusÂequent).Pourjusti®er�

 

�

et �
 

�

, Il n'y aenfait pasde
modi®cationÁaapporterÁala preuve.Eneffet, le point®xeestconstruitparinductionordinal.Or,
il estimmÂediatquetout aulong decetteconstructionl'inclusion hypothÁeserestevÂeri®Âee.(par
exemplepourle pluspetitpoint®xe,onpartdel'ensemblevide,etonapprochele point®xeen
croissant,doncon vÂeri®etoujoursl'inclusion).

Une secondechoseÁa vÂeri®erest le lemmede rÂeduction,et en tout premierlieu la rÂeduction
du redex.Il suf®t de remarquerqu'aucunerÁegle d'inclusion ne peut sÂeparerl'introduction
et l' Âelimination de l'implication. En effet, le morceaude preuvesÂeparantces deux rÁegles
commenceparunerÁegledont la formuleprincipalecontientuneimplicationet seterminepar
uneconclusionqui contientune implication.Or, unerÁegled'inclusion ferait nÂecessairement
apparaÃõtreuneformuleatomique,et l'on nepourraitjamaisfaire rÂeapparaÃõtreuneimplication.
On nepeuteffectivementpasappliquerdeuxfois desuitela rÁegled'inclusioncarunevariable
de prÂedicatne peutapparaÃõtrequ'unefois dansuneinclusion(Áa causede la restrictionsur le
contextedanslesrÁeglesdepoints®xes).

Le secondpoint ÁavÂeri®erestla rÂeductiondupoint®xe.La preuveestla mÃemeÁaundÂetailprÁes:
il faut remarquerquesi l'on a unepreuvede:

�

�

	 ��
�� � ���

�

�

�

�

� �

	

��
��

	��

�

�

�

�

� �

�

�

� � �

�

avec
�

nonlibredans
�

n'ayantpasd'occurrencenÂegativedans
�

, etÂetantvisiblementnÂegative
(resp.visiblementpositive)dans� . Alors on aunepreuvedemÃemehauteurde:

��	��

�

�

� �

�

�

� �

�

� �

�

� �

�

�

� �
�

�

oÁu
�

�

�

�

�

�

� �

	

��


et
�

�
� � �0�

�

�

� �

�

�

. Pourcela,il suf®td'utiliser les mÃemesrÁegles,
dansle mÃemeordresaufpour les inclusions,qui sontremplacÂeespardesdÂeveloppementsdu
point®xe.
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6.6 L'ultime r Áegle.

On peutaussiutiliser l'inclusion avecles deuxrÁeglesdÂerivÂeesprÂecÂedentes.De plus on peut
fusionnercesdeuxrÁeglespourn'en fairequ'un seule:
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�
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�

�

� �
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�

�

�

�

�

��� ��� �

� � �

�

�

�

�

�

� � ��� �

� Avec:

�

�

�

, � � � , �

�

desvariablesdeprÂedicat.

� Pourtout �




�

� � � � � �61 � , onchoisit �

� 


�

� �




� .

�

�

�

, � � � , �

� desformulesavecpourtout � aumoinsunedesvariable�

�

libre dans�
 .

� Si �

� �

� , alorspourtout � , �

�

estvisiblementpositiveousansoccurrencedans�
 .

� Si �

� � 


, alorspourtout � , �

�

estvisiblementnÂegativeousansoccurrencedans�
 
.

�
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�
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�
�
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�
�

�
�

desexpressionsrespectivementsubstituablesÁa �

�

, � � � �

�

.

�

�

�
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� �
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�
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�
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, � � � ,
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(resp.� ) si �

�
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(resp.� ).

�

�

�

, � � � , �

�

, 1 inclusionsdÂe®niespar �
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�

� � ��� �
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�

�
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si �

� �

� .
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Chapitre7

Applications.

7.1 Le crible d'Eratosth Áene.

7.1.1 DÂe®nitionde l'algorithme.

Danssaversionla plusdÂepouillÂee,le crible d'EratosthÁeneutiliseun tableauin®nireprÂesentant
touslesentiersnaturelssupÂerieursou ÂegauxÁadeux.Onrayealorstouslesentiersnonpremiers
dela maniÁeresuivante: On dÂemarreavecunpointeursurle premierentierdela liste (2), et on
rayetout sesmultiples.Puis,on avancele pointeurjusqu'aupremierentiernonrayÂe, donton
rayetouslesmultiples,etc. En it ÂerantceprocessusÁa l'in®ni, lesentiersqui nesontpasrayÂes,
sonttouslesnombrespremiers.

On partdela listedesentierssupÂerieursÁa � :

� 7 �

� � � � �

�

�

� � � � � 7 ��� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

�

On rayelesmultiplesde � :

� 7 �

�

� �

�

� �

�

�

�

�

�

� � � �

�

� 7 ���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

�

On rayelesmultiplesde 7 :

� 7 �

�

� �

�

� �

�

�

�

�

�

�

� � � �

�

� 7 ���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

�

On rayelesmultiplesde
�

: � � �

7.1.2 Programmation du crible.

Pourprogrammerle crible d'EratosthÁene,on va utiliser un streamdeboolÂeens,
�

�
�

�

��	��

, indi-
quantsi le n-iÁemeentier(c'estÁadire 1 � � ) a ÂetÂerayÂeonnon.Onpartdoncdustreamcontenant
uniquementle boolÂeenvrai, et on termineavecunstreamvÂeri®ant

�
�

� - � �
	

si etseulementsi
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1 � � estpremier, enappliquantl'algorithmeprÂecÂedent.

LesformulesdÂe®nissantlesstreamsdeboolÂeenset lesentierssont(cf chapitre5) :
�*�+�$� �

���

�

�)	 �����

�

�

	��"�

�

� ���

�

�����������

	

��


� ����� �

���

�

�)	 �*� 	��"�

�

� ���

� �

���

�

	 �'�

�

� � �

�

� ��� � �����

	

��


On commenceparprogrammerle streaminitial ��� necontenantquele boolÂeenvrai. L' Âequation
de ��� est:

���

�

�

� �

���

�

Et parunepreuvesimilaireÁacelledustreamdesentierssupÂerieursou ÂegauxÁa 1 (cf chapitre2),
on trouve: 	

*

�

�

�34 ���

�

�

�

�)��� �

���

�

OnvaalorsÂecrirela fonctionqui prendunentier1 etunstreamdeboolÂeens
�

etqui passeÁafaux
unboolÂeensur 1 . C'estcettefonctionqui vapermettrederayerlesmultiplesdel'entier 1 . Pour
cela,on va utiliser unefonction intermÂediaireÁa trois variables,et cesdeuxfonctionsobÂeiront
auxÂequationssuivantes:

� ���

�
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� �

� �#�

�61 �

�

� �

� �

�

� ���

�

�
�

�61 ���

�
	  

�
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� � �

� ���

�

�

� �

� �#�

�61 � ���

� �

� �

�

� ���

�

�
�

�61 ���

� �

� ���

�

�

�

�
� �#�

�61 �

�

� �

� �

�

� ���

�

�
�

�61 ���

�
	  

�

1

� � �

� ���

�

�

�

�
� �#�

�61 � ���

� �

�

�
�

� ���

�

�
�

�61 ���

� �

� ���

�
�

�61

� �

� ���

�

� �

� 1 �
�

�
	  

�

1

� �

on supposedÂejÁa extrait un programmepour la fonction �

�
	  calculantle prÂedÂecesseurd'un
entier. Onextraitalorsunprogrammepourla fonction � ���

� d'unepreuvede:

	�� 	 �)	 � 
 � ��� �

�

�������

�

�����!�)� � �

� ���

�

� �

�

�

�

�$�(� �

Pourcela,onappliquela rÁegleduplusgrandpoint®xeetquelquesintroductionsd'implication,
etsousleshypothÁesessuivantes:

�

� 	�� 	��)	 �"� � � � �

�

�*�+���
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�*���!�)�
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� ���
�

� �
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�

�

�$� �
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� � � � �

2
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il resteÁaprouverla formule:
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�
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	 �
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�
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���
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	 � �

�

�����
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� ��� � �

� ���
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�
�

�

�

�

���
�

Or, parapplicationdela rÁeglededÂeveloppementdupoint ®xeet par Âeliminationd'un quanti®-
cateursurl'hypothÁese�

��� � � �

, on trouve:
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�!� �
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�
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�
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�

�!� � �
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� �

�

�

�

�$�

Enutilisantla rÁegled' Âeliminationd'un quanti®cateur, il suf®tdoncdeprouver:
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	��



� � � �'�

�

�

�

� �

�

�

�

�!�
�



7.1. LE CRIBLE D'ERATOSTHÁENE. 79

Posons:
�

�

� � � �

�

�

Il suf®t de montrer �

�

���

�

�

�

�

�

�!�

pour �




�

�

� � � . Or, en utilisant l'hypothÁese
	

���*�+� �

, aprÁes
dÂeveloppementdupoint®xeet Âeliminationduquanti®cateur, on trouve:
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�

�

���
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�

�

�

�
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 �����!���

�

�

���

� �

�

�

� �

� � � �

�

�

���

� �

�

�

�

� �

Il suf®tdoncdemontrer�

�

���

�

�

�

�

�

�

�

et
	��"�,�*�+� �3�

�

�

���

�

�

�

�

� �

�!���

� Montronsd'abord �

�

���

�

�

�

�

�

�

�

, c'est-Áa-dire:

	 � 
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� �

� �
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� �#� ���

� ���
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�

���

� �

�

�

�

�

�,�
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4

� 	�� �

�

� ���

� �

� �

�

� 	�� �

�

� ���

�

� � �

enutilisantles Âequations,il resteÁamontrer:
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� �

� ���
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� �
�

�

�

�
�
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���

Or ona �

�

� � ���

�

�

,
���!� �

etdonc
�

�

� ��


2

� �)���

�

�
	  

���

, doncenutilisantl'hypothÁese

�

� 	�� 	 �)	 �



� ��� �

�
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�
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�

� ���
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�

�

�

�$�
�
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�
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�

2

�

�
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2

� ���

�

� ���

�

�
�

�

�

�

�
�
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�
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� �

�

2
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�
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2

�
�

� �!�
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�

�
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�
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���
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�

�

���

�

�

�

�

� �

� �(�

. Ensupposant:

	

�

� �����

�

�

4
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�
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�#�

�
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� � �
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�
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etenutilisantlesÂequations,il resteÁa montrer:
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Or, on a �

�
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�

�

,
2
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et
	

�

�!�����!�

, doncenutilisantl'hypothÁese:
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En rÂesumantla preuve,ona obtenu:
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�
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OnobtientalorstrÁesfacilement:
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On peut maintenantse donnerles Âequationsdu crible en appliquantÁa l'in®ni la fonction
prÂecÂedente:
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OnobtientparunemÂethodeidentique:
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7.1.3 Extraction du streamdesnombrespremiers.

ResteÁa extrairele streamde tous les nombrespremiers.Ici, on rencontreun problÁeme: on
ne peutpastyper unefonctionprenanten entrÂeeun streamde boolÂeenset rendantun stream
d'entierscorrespondantÁa la position des � dansle streamd'entrÂee.En effet, cettefonction
appliquÂeeaustreamnecontenantquedes

�

, n'est pasdÂe®nie,carpardÂe®nitionun streamest
toujoursin®ni.

En fait, si l'on type le streamdesnombrespremiers,la preuvedoit contenirune preuvede
l'existenced'une in®nitÂe denombrespremiers.En consÂequence,unetelle preuvenepeutÃetre
simple.

OnvaproposerdeuxmÂethodespourrÂesoudreceproblÁeme.LapremiÁereutilisel'un desexemples
duchapitre5 : lessuitesdeboolÂeenscontenantunein®nitÂede � dÂe®niespar:
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ennotant:
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� � �
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L'existenced'une in®nitÂe de nombrespremiers,nous assureque le programme	����
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�
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�

que l'on a obtenuprÂecÂedemmentpeut Ãetre considÂerÂe de type
�
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�

�

�
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�

. Il suf®t
alorsdedÂe®nirlesfonctionssuivantes:
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et d'extrairele streamdesnombrespremiersentrouvantdeuxprogrammesrespectivementde
type
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Pourcela,prouvons
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�
� �,�

sousleshypothÁesessuivantes:
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SousceshypothÁeses,onobtient:
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Et donc:
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En appliquanttrois introductionsd'implication, la rÁegledu pluspetit point ®xeavecinclusion
et la factorisationdu plusgrandpoint®xe,on obtient:
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De lÁa,on trouvesansproblÁeme:
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CettemÂethodemontreuneutilisationintÂeressantedestypesutilisantplusieurspoints®xes.Par
contre,elle a le dÂefautd' ÃetreparticuliÁereauxstreams.On va prÂesenterunemÂethodebeaucoup
plusgÂenÂeralepoursÂeparerl'extractiondeprogrammedela preuvede totalitÂe : la mÂethodedu
constructeurmuet. CettemÂethodeconsisteÁaajouterautypeunconstructeurunaire� , et ÁadÂe®nir
le typeparun plusgrandpoint ®xe.Cenouveauconstructeurestmuet,caron l'ef facerapour
lire la valeurdurÂesultat.
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Onobtientainsile typededonnÂees
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On peutalorsextrairele streamvoulu Áa partir d'un streamdeboolÂeens,Áa l'aide desÂequations
suivantes:
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Et on trouveainsicettereprÂesentationdu streamdesnombrespremiers:
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7.2 Typagedesfonctions r Âecursives.

7.2.1 Une autre reprÂesentationdesentiers.

A®n de montrerÁa quel point la mÂethodedu constructeurmuet est gÂenÂerale,on va l'utiliser
pourlesentiersetprouverqu'ainsionpeuttypertouteslesfonctionsrÂecursivespartielles.Cela
prouvequecettemÂethodesÂeparele typagedela preuvedetotalitÂe.

Onsupposequ'il y adansle langageuneconstante� etdeuxsymbolesdefonctionsunaires� et
� . ConsidÂeronsle typesuivantpourlesentiers:
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CettereprÂesentationdesentiersdiff Áeredel'habitudepardeuxaspects:

� Il y a unein®nitÂe dereprÂesentationspourchaqueentier(aussibienauniveaudestermes
logiquesquedestermesdu

�

-calcul).CelaestinhÂerentÁala mÂethodeduconstructeurmuet.

� De plus,si l'on quotientecetensemblepar l' Âequation�
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, on n'obtient pasl'en-
sembledesentiers,maisunensemblequicontienttouslesentiersstandards
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plusunein®nitÂed'entiersnon-standards:
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. OnreconnaÃõtlÁalesentiers
paresseux(en identi®ant� et

*��'�

. CelaestinhÂerentÁa la mÂethodedu constructeurmuet
appliquÂeeÁa untypededonnÂees®nies,caron remplacele pluspetitpoint®xeparun plus
grand.
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7.2.2 DÂe®nitionpar Âequationdesfonctions.

A®n de programmerles fonctionsrÂecursives,on doit les dÂe®nirpar desÂequations.Or, toute
fonctionrÂecursivepeutÃetreconstruiteparinductionÁapartirde � , � etdesprojections,enutilisant
la composition,la rÂecurrenceou le schÂema-� .

Il suf®tdoncdemontrercommentl'on peutdÂe®nirchacundecesschÂemaspardesÂequations.

� La constante� nenÂecessiteaucuneÂequation.

� La fonctionconstanteÂegaleÁa � estdÂe®nieparl' Âequation
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� Si � d'aritÂe 1 � � estdÂe®niepar rÂecurrenceÁa partir de � (casinitial) et � , on ajouteun
nouveausymbolede fonction �
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d'aritÂe 1�� 7 et on choisit les Âequationssuivantes(qui
correspondentÁaunedÂe®nitionªterminaleºdela rÂecurrence):
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� Si � d'aritÂe 1 � � est dÂe®niepar applicationdu schÂema-� Áa � , on ajouteun nouveau
symboledefonction �
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d'aritÂe 1 � � etonchoisit lesÂequationssuivantes:
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Il estfaciledevoir que,modulol' Âequation�
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, cesschÂemaspermettentbiendeconstruire
toutesles fonctions rÂecursivespartielles.Plus prÂecisÂement Áa une fonction � dÂe®niepar un
ensembled' Âequations� en utilisant les schÂemasprÂecÂedents,on peut faire correspondreune
fonctionrÂecursive
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CettedÂe®nitionestbien fondÂeecar les Âequationsquel'on a choisiessontcompatiblesavecla
relationd' ÂequivalenceengendrÂeepar l' Âequation�
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. De plus,nosschÂemasont bien la
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correspondanceattendue,c'est Áa dire, quesi � estdÂe®nieen utilisant les ÂequationsproposÂees
ci-dessuspouruncertainschÂema,alors

�

peutÃetredÂe®nieparceschÂema.Ceciprouvebienque
l'on peutdÂe®nirtouteslesfonctionsrÂecursives.

Le seulpoint nontrivial estla rÂecurrence,carcommeon le verraÁa la ®ndecechapitre,on est
obligÂe deprendreuneformederÂecurrenceterminalepour les Âequations,cequi necorrespond
pasimmÂediatementÁa la dÂe®nitionusuelledela rÂecurrence.

On va maintenantmontrerque l'on peut typer � . C'est-Áa-dire que � Âetantd'aritÂe 1 , on peut
trouverun termedetype:
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Pourcelail suf®tdetyperchacundesschÂemasutilisÂesdansla dÂe®nitionde � . LesseulsschÂemas
qui posentproblÁemesontle schÂema-� et la rÂecurrence.

7.2.3 Typagedu schÂema-� .

Supposonsque � est dÂe®niepar schÂema-� Áa partir de � (voir ÂequationspageprÂecÂedente),
Supposonsquel'on a dÂejÁaobtenuunepreuvepour � :
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PourobtenircettederniÁerepreuve,il suf®td'utiliser la rÁegledÂerivÂeedite du plusgrandpoint
®xeavecinclusion(cf chapitre6), c'est-Áa-diredetrouverun terme
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Or, sousleshypothÁesessuivantes:
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onobtient,enutilisantles ÂequationsdÂe®nissantla rÂecurrence:
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Et donc,sousceshypothÁese,on a :

�

2

	 � 	�� 	

�

��� �

�

�

�,�

�

�

�

� �

� � � � �

� � �

D'o Áu :
	

4

� 	�� 	�� �

� � �

	 � � 
 �

�

���!�

�

�

�

��� � �

� � � � �

�

�

��� � � ���

�

�

�

� �

�

� �

� � � � �

� � �,� �

avec:

4

�

� 	 �32 �

� � �

�32

5

�

4

�

�

� 	�2 �

� � �

2

5

�

	

�

4

�

� *

�

�

�)2 ��	 �

�

�34 �

�

�

2

�

�

	

�

�32

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	
	

	

�

2��

� � �

2

5

���

�

�

	
	

	

� � �

�32

�

�

�

�

�

2

�

	

� � �

7.2.4 Typagede la r Âecurrence.

Supposonsque � estdÂe®nieparschÂema-� Áa partir de � et � . Supposonsquel'on a dÂejÁa obtenu
deuxpreuvespour � et � :
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PourobtenircettederniÁerepreuve,il suf®td'utiliser la rÁegledÂerivÂeedite du plusgrandpoint
®xeavecinclusion(cf chapitre6), c'est-Áa-diredetrouverun terme
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Or, sousleshypothÁesessuivantes:

	�� � �

�

�����

�

�

���

2 �

� �

�

���
�

�

� � � � �

2

5

�#�

�

�+�
�

�

�

�

�

�
	 �)	��"�,�

�

�����

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�+� � �

�

�

�

�

�,�

�

�

�

�
�

� � � � �

�
�

� � �

2

� �

�

�����

2

�

� �

�

���

�

�

	

� �
�

���!�

�

� �

�

4

� 	��"�

�

� � �

�

���

�

� 	��"�

�

� � �

�

�$�



86 CHAPITRE7. APPLICATIONS.

onobtient,enutilisantles ÂequationsdÂe®nissantla rÂecurrence:
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7.3 Le problÁemede la r Âecurrence.

Pourquoidoit-t'on Âecrire le schÂemade rÂecurrencesouscetteforme ? En fait, la rÂeponseest
simple.Danssaformenaturelle,la dÂe®nitionde � parrÂecurrenceÁa partirde � et � s'Âecrirait:
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� � � � �

�
�

� �

�

�

�

� ���

�

�
�

� � � � �
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� �
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Or, la deuxiÁemeÂequationpeutconduireÁa unefonction non totale.En effet, dÂe®nissons� de
cettemaniÁere:
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�,�

� � �

�

�

�
�

� � � � �

�
�

� � �

�

�,�

�

�

�

�
�

� � � � �

�
�

� � �

si
�

estdela forme ��� �

�

�

� � � ou � �

�

�

La fonction � correspondÁa la deuxiÁemeprojection,eneffacËantsi possibledeux � audÂebutdu
rÂesultat.Or, si l'on utilise � dansunerÂecurrence,� n'estpasunefonctiontotale.Eneffet, si l'on
considÁerel'entier non-standard� dÂe®niparl' Âequation�

�

��� , ona :
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� � � � �

���)���
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���!�
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� �

� � � � �

���
�

�

ce qui ne donnejamaisun ÂelÂementdu type
�

�

, car � ne produit qu'un seul � alorsque � en
nÂecessitedeux.



Chapitre8

ÂEgalitÂeet in®ni.

Un problÁemen'a pasÂetÂe abordÂe tout au long de cettethÁese: la dÂe®nitionde l' ÂegalitÂe. Nous
allonsmontrer, danscettesection,quelsproblÁemesposentlestypesdedonnÂeesin®niesdupoint
devuedel' ÂegalitÂe,et on montreraunemaniÁereparticuliÁerementbienadaptÂeeÁa ����� �

�

pourles
rÂesoudre.De plus,celanousconduiraÁa dÂevelopperunenouvellenotionde typedonnÂeesavec
ÂegalitÂe,qui estreliÂe fortementÁacelledetypequotient.

8.1 L' ÂegalitÂedeLeibnitz.

DÂe®nition8.1. L' ÂegalitÂedeLeibnitzestdÂe®niepar

� � �

�

� �"� 	 � �(��� � � ���

La propositionsuivanteet soncorollairemontrentquel' ÂegalitÂe deLeibnitzestessentiellement
reliÂeeÁa la

�

-Âequivalence.

Proposition8.2. Pour touteinterprÂetationclassique
�

, on a :

�

�

�
�

�

�

�

�

�
� si et seulementsi

�

�

� � � �

�

� �

Corollaire8.3. PouruneinterprÂetation � , ona :

�

�

�







�

�

�

�

�


 implique
�

� � �

�

� �

DÂemonstration: La propositiondÂecouledufait quel'on adÂe®nitouteslesnotionsd'interprÂeta-
tions sur le

�

-calcul quotientÂe par la
�

-Âequivalence.PourdÂemontrerle corollaire,il suf®t de
montrerquepourtouteinterprÂetation� ,

	

� � �

�

� �

implique �

�

� 


�

�

�

�

� 
 . Supposons
	

� � �

�

�!�

.
On choisitalorsuneinterprÂetationclassique

�




qui coÈõncideavec � pourl'interprÂetationdes
termeslogiques.Parle lemmede conservation,on obtient

�




�

� � � �

�

�!�

, d'oÁu le rÂesultaten
appliquantla proposition.

�
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Nousallonsmontrerquel' ÂegalitÂedeLeibnitzneconvientpaspourlestypesdedonnÂeesin®nies.

Intuitivement,l' ÂegalitÂe naturellesur les ÂelÂementsd'un typededonnÂeesestla 
 -Âequivalence
�

.
Eneffet, c'estenutilisantla 
 -Âequivalencequel'on a prouvÂe touslesrÂesultatssurlestypesde
donnÂees(cf chapitre5).

PlusprÂecisÂement,considÂeronsle typesuivant:

� �������

���

�

� 	��




	�� �

�

� ���

�

�$�%�����

�

	

��


C'est le plus simpledestypesde donnÂeesin®nies.En appliquantles rÂesultatsdu chapitre5,
on montrequepourtouteinterprÂetation � tel que �

�

� 


� ��� �

�34

�

4

�

2

� 


�

, on a
	

� � ���

implique
�

�

� 


� �

*

�

�

�34

�

4

�

�

. Donc, ce type ne contientqu'un seul ÂelÂement,ce que l' ÂegalitÂe devrait
permettrededÂemontrer.

ConsidÂeronsdeuxconstanteslogiques� et �

�

vÂeri®antlesÂequations�

�

��� et �

�

�

� ���

�

. On
obtientsansproblÁeme

*

�

�

�34

�

4

�

����� �

�

�

et
*

�

�

�34

�

4 �34

�

4

�

� ����� �

�

�

�

. Or, cesdeuxtermesne
sontpas

�

-Âequivalents.Ona donc:

�

	 � 	 � 
�� �+�$�

�

� ���!��� � �+�

�

� � �

On nepeutdoncpasprouverquele type
�

ne contientqu'un seul ÂelÂementpour l' ÂegalitÂe de
Leibnitz, ce qui montrequel' ÂegalitÂe de Leibnitz ne convientpaspour les typesde donnÂees
in®nies.

8.2 ProblÁemede l' ÂegalitÂesur lesdonnÂeesin®nies.

Nous allons montrer une propositionplus forte qui exprime l'impossibilitÂe de dÂe®nir une
ÂegalitÂeªgÂenÂeraleºqui correspondeÁacequel'on veut.

Une ÂegalitÂe estdÂe®nieparuneformule �

���

�

�!�

dont lesseulesvariableslibressont
�

et
�

. Le
fait quel' ÂegalitÂe soit ªgÂenÂeraleºsigni®equ'elle estindÂependantede la dÂe®nitiondestypesde
donnÂees.Cequel'on peutexprimerendisantqu'elle n'utilise aucunconstructeurdestypesde
donnÂees.

Or, pourquecetteÂegalitÂeconvienne,il faudraitpouvoirprouver, sansutiliseraucunaxiomeou
Âequation,que

	

	 �)	��"��� �.�$�

�

� �+� ���

�

���

�

�!���

. Or, onprouvela propriÂetÂesuivante:

Proposition8.4. Si �

�+�

�

� �

estuneformuleoÁu les seulesvariableslibressont
�

et
�

, et oÁu la
constante� n'apparaÃõtpas,alors si l'on prouve

	

	 � 	 �'��� �����

�

� ��� � �

�

���

�

�!���

sansutiliser
aucunaxiomeou Âequation,onprouveaussi

	

	��)	 �

�

���

�

� �

DÂemonstration: Supposons
	

	 �)	������ �+�)�

�

� ���!� �

�

�+�

�

� �(�

. En remplacËant tousles termes
de la forme �

-

par
-

dansla preuve(cette substitutionest possiblecar on n'utilise aucun
axiomeou Âequation.),onobtientunepreuvede

	

	 � 	 �'���

�

�����

�

�

�

���!���

�

���

�

�!���

avec
�

�

�������

���

�

�)	 ��� 	��"�

�

��� ���$� � �����

	

��


. Or, en utilisant la rÁegledu plus grandpoint ®xe,on
prouvesansproblÁeme

	

	����

�

�+���

. D'o Áu
	

	��)	 �

�

�.�

�

�!�

.
�

�

PourlestypesdedonnÂees®nies,celaneposeaucunproblÁeme.En effet, les ÂelÂementsdu typesontalorsdes
termesnormalisablespourlesquelsla � -ÂequivalencecoÈõncideavecla � -Âequivalence.
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Ceciprouvebien quel'on ne peutpasdÂe®nird' ÂegalitÂe gÂenÂeralequi permettentde dÂemontrer
quele type

�

n'a qu'un seulÂelÂement.

En fait l' ÂegalitÂequel'on veutdÂe®nirestcaractÂerisÂeeparla notionsuivante:

DÂe®nition8.5. Unerelation�

���

�

�!�

dÂe®nitl' ÂegalitÂeintentionnellepourletype � sietseulement
si pourtoutmodÁele

�

intentionnelpour � , ona pourtout ÂelÂement
�

et
�

�

du type � :
�

�.�

�

�

���.���

�

�

���

�

�

�

�+�

�

� �

si et seulementsi
�

� �

�

�

Onvientdemontrerquel'on nepouvaitpasdÂe®niruneÂegalitÂeintentionnellepourtouslestypes
de donnÂeesin®nies.Mais commentdÂe®nirl' ÂegalitÂe intentionnellepour un type de donnÂees
in®niesparticulier?

8.3 Le schÂemadecoÈõnduction.

La solutionhabituelleÁaceproblÁemeestle schÂemadecoÈõnductionqui dÂe®nitl' ÂegalitÂecommela
plusgranderelationclosepourlesdestructeursdu type.Pourle type

�

prÂecÂedent,ceschÂema
s'Âecrit (avec�

�
	  vÂeri®antl' Âequation�

� 	  

�

�

����� �

) :
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� �
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� 	  

�$� ���

Cetteformule,qui estuniversellementvrai, peutalors ÃetreutilisÂeecommedÂe®nitionde l' Âega-
lit Âesurle type

�

.

Prenonsunexempleplusconcret: le schÂemadecoÈõnductionsurlesstreamsd'objetsdetype � .
Notons �

�

l' ÂegalitÂe sur le type � . Nousutiliserons�

� � et �

 �� vÂeri®ant�

	

�

� �

�

� �

�
�

�

��� �����

et �

	

�

 �

�

� �

�
�

�

��� ���&�

. On peutalorsconsidÂererla formule �����

�+�

�

� �

ÂegaleÁa:

�

�

�

�

� �

�

�$����	 � 	 � 
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� �
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Proposition8.6. Si �

�

dÂe®nitl' ÂegalitÂeintentionnellepourletype� ,alorsleschÂemadecoÈõnduc-
tion ����� dÂe®nitl' ÂegalitÂeintentionnellesur le type

�

�

.

DÂemonstration: ChoisissonsunmodÁele
�

intentionnelpourle typestreametdeuxtermes
�

et�

�

ÂelÂementsdutype
�

. Montronsd'abordque
�

� �

�

�

entraÃõne
�

���

�

�

� ���

�

�

�

�

�

�

�

�
�

���

�

�

�

�

.
Onchoisitla 
 -ÂequivalencepourinterprÂeter� . Ontrouvealors

�
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� � � �
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�
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. ResteÁamontrer:
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OnchoisitdoncdeuxÂelÂements
�

et
�

�

dutype
�

�

telque
�

� �

�

�

, etil fautmontrer �

�

� �
�

�

�

�

�

� �

�

�

��� �

�

�

�

�

�

et �

�

 ��
�

�

�

�

�

���

�

�

 � �

�

�

�

�

�

. Or, parle corollaire5.8ontrouvedestermes� ���

�

�

�

�

�

�

telque
�

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

et
�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

.
�

Âetantintentionnelpour � , il estsyntaxiquement
intentionnel(thÂeorÁeme5.18).On a donc
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� �

�34
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�

�

�

et
�34

�

4

�

�

�

�

�

���

�

�

. On en dÂeduit
� � � �

�

et �

� �

�

�

. Or �
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�
�
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��� � � �

et �

	

�

 ��

�

� �

� �

�

��� � � �

, ce qui implique
�

�

��� �

�

�

�

�

�

�

� ��� �

�
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� �
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�

�

�

�
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�

�

�
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�

�
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.
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ResteÁamontrerla rÂeciproque,c'estÁadireque
�

���

�

�

�,�+�

�

�

�

�

�

�

�

� �

���

�

�

�

�

entraÃõne
�

� �

�

�

.
Supposons

�

���

�

�

� ���

�

�

�

�

�

�
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� �

���

�

�

�

�

.Ontrouvedoncunerelation� telque �

�

�

�

�

�

�

ettel
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�

�

� � �

� ���

�

�

� ���
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�

�
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�
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� 	��)	 ���
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�
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� ���
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 ��
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.
Il suf®talorsdemontrequepourtoustermes

�

et
�

�

ÂelÂementdutype
�

�

, ona �

�

�

�

�

�

�

implique�

���

�

�

. On montrecelapar inductionsur la dÂe®nitionde � � (cf appendiceA). On a bien
�

�

�

�

�

�

�

implique
�

� ���

�

�

. Supposonsque �

�

�

�

�

�

�

implique
�

� ���

�

�

, choisissonsdeux
termes

�

et
�

�

ÂelÂementsdu type
�

�

. CommeprÂecÂedemmentpar le corollaire5.8, on trouve
des termes � ���

�

�

�

�

�

�

tel que
�

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

et
�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

. Or, par hypothÁesesur
� , on endÂeduit
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et �
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.
D'o Áu �
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�

(car et �

�

dÂe®nitl' ÂegalitÂe intentionnellepour le type � ) et
�

�

 � �

�

�
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� ���
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 ��
�

�
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�

�

�

(hypothÁesed'induction).En utilisantles Âequations,on trouvealors
�	� � �

�

et �

��� �

�

�

. Finalement,on en dÂeduit
�

� �

� �

�

�

�

en utilisant le fait que
�

est
syntaxiquementintentionnelpourle type

�

�

(thÂeorÁeme5.18).
�

On pourraitmontrerun tel rÂesultatpour tousles typesde donnÂeesdÂe®nispar la mÂethodedu
chapitre5.Le schÂemadecoÈõnductionestdoncunesolutionadmissible.Enrevanche,il prÂesente
certainescaractÂeristiquesqui montrentqu'il n'est pasvraimentnatureldansnotresystÁemede
type:

� Pourtout type utilisant plus d'un constructeur, on doit utiliser les destructeursdu type
pourÂecrirele schÂemadecoÈõnduction.Cecibrisela similaritÂeentretypesdedonnÂees®nies
et typesdedonnÂeesin®nies.

� Pour tout modÁele
�

, le schÂema de coÈõnduction��� sur le type � vÂeri®e:
�

�

�

	 � 	 �'���

�

�+�$� �

���

�+�

�

� �(�

. Ceci implique que la transitivitÂe ne peut pas ÃetreprouvÂee
sousla forme:
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, maisdoit ÃetreÂecrite
	 �)	�� 	

&




�

�����

� �

�+� �

� �

�

&

�

�

���

���

�

&

�

�

���

�

&

�

�!���

���

���

�

�!� �

(CeproblÁemen'apparaÃõtpasdanslessystÁemesdetypeutilisantdesquanti®cateursbornÂes)

8.4 Uneautreapproche.

NousallonsprÂesenterunautretypededÂe®nitiondel' ÂegalitÂeutilisantdespoints®xes.L'id Âeede
cettedÂe®nitionestla mÃemequecellequi a conduitÁa la dÂe®nitiondestypesdedonnÂees.

On peutpar exemplepartir de la dÂe®nitionde l' ÂegalitÂe sur les entierscommela plus petite
relation � tel quel'on ait

� �

�

�

�

�

et
� � �

�

�$��� � �

�

�

� �

���

. Celapeuts'Âecrire:
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Dela mÃememaniÁerequepourlesentiers,onpeutÂecrirecettedÂe®nitionenutilisantunpluspetit
point®xe.On obtientalors:

�
�

���

�

�
�

� �

���

�

�

�

�
�

	 �

�

� �

��� �

�

�

	

&

	

&

�



�

�

&

�

&

�
� ��� �

�

&

� �

&

�
�,� � � � �

�

�
�

�

�

	

�

�

�
�




Enutilisantunplusgrandpoint®xe,onobtientla formulesuivantepourl' ÂegalitÂedesstreams:
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oÁu :
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�

On peutgÂenÂeralisercettedÂe®nitionÁa tousles typesde donnÂeesconstruitsdansle chapitre5.
La formuledÂe®nissantl' ÂegalitÂesurun type � s'obtientenremplacËantlesvariablesdeprÂedicat
unairepardesvariablesdeprÂedicatbinairedansla formuledÂe®nissantle type � . En reprenant
lesnotationsdela section5.4,etensupposantquel'on adÂejÁadÂe®nilesÂegalitÂes �

�

�

� � � � � �

�

�

sur
lestypes�

�

� � � � �
intervenantdansla dÂe®nitiondu type � , on dÂe®nitl' ÂegalitÂesurcetypede

la maniÁeresuivante:

Onsedonne
�

� � variablesdeprÂedicatsd'aritÂe � :
�

�

� �

� � � � �

�

� . Pourchaqueconstructeur�  

d'aritÂe 1  , ondÂe®nituneformule �

�

 

dela maniÁeresuivante:
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OndÂe®nitalorslesformulessuivantesparrÂecurrence:
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La formule �
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�

qui dÂe®nitl' ÂegalitÂesurle type � estalors:

�

�(�+�

�

� �+���
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La formule �
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�!�

dÂe®nissantl' ÂegalitÂe et la formule �

�+���

dÂe®nissantle type lui-mÃemesont
reliÂeesparlespropriÂetÂessuivantes:
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&
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CespropriÂetÂesmontrentque �

�

���

�

�!�

dÂe®nitunerelationd' ÂequivalencesurlesÂelÂementsdutype
� et sontlaissÂeesaulecteur. NousallonsplutÃot nousintÂeresserauxpropriÂetÂessÂemantiquesde
cesformules.En fait, nousallonsmontrerquecettedÂe®nitionde l' ÂegalitÂe estnon seulement
intentionnelle,maisquel'on aaussiun trÁesfort contrÃolesurlestermesextraitsd'unepreuvede
l' ÂegalitÂe.Onexprimecelaautraversdela dÂe®nitionsuivante:

DÂe®nition8.7. Une relation �

�+�

�

� �

dÂe®nitune ÂegalitÂe autonomesur le type � , si pour tout
modÁeleintentionnelpour � et pourtouteinterprÂetation� coÈõncidantavec

�

surlestermesdu
premierordre,on a :
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Proposition8.8. Silesformules�

�

�

� � � � � �

�

�

dÂe®nissentdesÂegalitÂesautonomes(resp.intention-
nelles)pour lestypes�

�

� � � � � � � , alors �

�

dÂe®nituneÂegalitÂe autonome(resp.intentionnelle)
sur le type � .

DÂemonstration: CettepreuveestquasimentidentiqueÁa la preuvedu thÂeorÁeme5.17.Ceciest
dueÁa la similaritÂeentrelesformules� et �

�

. DÂe®nissonslesensemblessuivants:
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EnutilisantunepreuveanalogueÁa celledu lemme5.6,onobtient:
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De la mÃememaniÁere,ondÂe®nitaussi:
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ParunepreuveanalogueÁacelledu lemme5.10,onprouve:
�




�

�

�

�

�
���

�

�!�

�

�

�


��

�

�

�

���

�

�

�

� �

ssi
�




���

�

�

�

�

�
�

OnprouveaussiunrÂesultatanalogueaulemme5.12.c'est Áa dire:
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Enutilisantl'hypothÁesequelesrelations�

�

�

� � � � � �

�

�

dÂe®nissentdesÂegalitÂesautonomessurles
types �

�

� � � � � �
� , onobtientl'analoguedu lemme5.16:
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En mettantbout Áa bout toutescesÂequivalences,et ensupposantquelesrelations�

�

�

� � � � � �

�

�

dÂe®nissentdesÂegalitÂesautonomessurlestypes �

�

� � � � � �
� , onobtient:
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Cequi correspondÁa la dÂe®nitiondeª �

�

�+�

�

� �

dÂe®nituneÂegalitÂeautonomepour � º.

OnmontreaussidemaniÁeresimilairequesi �

�

�

� � � � � �

�

�

dÂe®nissentdesÂegalitÂesintentionnelles
surlestypes �

�

� � � � � � � , onobtient:
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�

�

�

� �)


� � ssi
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�

�

�
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�

� et
�

� �

�

�

�

D'o Áu l'on dÂeduit que si �

�

�

� � � � � �

�

�

dÂe®nissentdes ÂegalitÂes intentionnellessur les types
�

�

� � � � � � � , �

�

dÂe®nituneÂegalitÂe intentionnellepour � .
�

8.5 TypesdedonnÂeesavecÂegalitÂe.

Cettenotiond' ÂegalitÂe autonomeesttrÁesvoisinede la notionde typededonnÂees.En fait, une
tellenotionpeutÃetreutilisÂeedirectementpourextrairedesprogrammessansutiliserla dÂe®nition
du typeelle-mÃeme.(On utilise la formule �

�

�+�

�

���

enlieu et placede �

�����

). On va maintenant
gÂenÂeralisercettenotionet l'utiliser pourprogrammer.

DÂe®nition8.9. On dira qu'un modÁele
�

est intentionnelpour un typede donnÂeeavecÂega-
lit ÂedÂe®niparuneformule �

�+�

�

�

�

�

Áadeuxvariableslibres
�

�

�

�

(dupremierordre)sietseulement
si pourtouteinterprÂetationpleine � coÈõncidantavec

�

surlestermesdupremierordre,ona :
�
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si et seulementsi
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� �

�
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�

���

�

�

� ���

�

�
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�
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�

���

�

�
�

�

CommencËonsparmontrerlespropriÂetÂessuivantes:

Proposition8.10. Si
�

estsyntaxiquementintentionnelpour le typededonnÂees� , ainsi que
pour les typesde donnÂeesavec ÂegalitÂe �

�

�

� � � � � �

�

�

, alors
�

est intentionnelpour le type
�

�

���

�

�!�

construitdansla sectionprÂecÂedente.

DÂemonstration: La preuve,commela proposition,sont quasimentidentiquesÁa celle de la
proposition8.8.La seulediff Âerenceestque,sousleshypothÁesesque �

�

�

� � � � � �

�

�

sontdestypes
dedonnÂeesavecÂegalitÂedansle modÁele

�

, etque
�

estsyntaxiquementintentionnelpourun
typededonnÂees� , ona besoindeprouverseulement:
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ssi
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et �
�
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�

�

� � 
� �

Cequi neposepasdeproblÁeme.
�

Proposition8.11. Si le modÁele
�

estintentionnelpour le typededonnÂeesavecÂegalitÂe �

���

�

�!�

alors il estintentionnelpour le typededonnÂees�

�+�

�

���

.

DÂemonstration: Soit un modÁele
�

intentionnelpour le typededonnÂeesavecÂegalitÂe �

���

�

�!�

.
Choisissonsune interprÂetation � coÈõncidantavec

�

sur les termesdu premier ordre. Par
dÂe®nition,ona :
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si etseulementsi
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�

�$�

Cequi correspondexactementÁa la dÂe®nition5.2.
�



94 CHAPITRE8. ÂEGALIT ÂE ET INFINI.

La dÂe®nitiondetypededonnÂeesavecÂegalitÂen'imposepasquela relation �

�+�

�

� �

corresponde
Áa la 
 -Âequivalence.C'est Áa direque �

�+�

�

� �

n'estpasnÂecessairementuneÂegalitÂe intentionnelle
pourle type �

���

�

���

.

Le type �

���

�

�!�

corresponddoncplutÃot auquotientdu type �

���

�

���

par la relation �

���

�

�!�

. En
effet, considÂeronslesdÂe®nitionssuivantes:

DÂe®nition8.12. Si le modÁele
�

estintentionnelpourle typededonnÂeesavecÂegalitÂe �

���

�

�!�

,
on dÂe®nit l'ensembledes ÂelÂementsdu type dansle modÁele

�

que l'on note �

� , comme
l'ensembledestermesdu

�

-calcul
�

vÂeri®ant:
�

�+�

�

�
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�

�

�

�+�

�

�$�

Autrementdit, ona �

�

�

�

�!-

�

�

�

�

�+�

�

�$�(�

.

DÂe®nition8.13. SouslesmÃemesconditions,ondÂe®nitl' ÂegalitÂesurle type � , notÂee �

�

� par:
-

�

�

�

-

�

ssi
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�.�
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� �0�
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�
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�

�

La propositionsuivantemontrealorsquesi l'on extrait lesprogrammesnonplusdela preuve
de totalitÂe de la fonction, mais de la preuvede sa compatibilitÂe avecla relation, le type �

correspondauquotientde �

� parla relation �

�

� .

Proposition8.14. ConsidÂeronsun langagecomprenantun symbolede fonctionn-aire � satis-
faisantunensembled' Âequations� . ConsidÂeronsun terme

�

tel que:
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Alors, si l'on considÁere un modÁele
�

intentionnelpour les typesde donnÂeesavec Âega-
lit Âe �

�

� � � � � �

�

et � , ainsi que 1 termes
�

�

� � � � �

�

�

ÂelÂementsrespectifsdestypes�

�

� � � � � �

�

,
alors

�
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� � �
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5

�

estun ÂelÂementdu type � et
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�

(Cecisigni®e
que

�

estbienun termecalculantla fonction �

�

�

� ).

De plus,cettefonction
�

estcompatibleaveclesrelations �

�

�

�

� �

�

�

�

et �

�

� . C'est Áa dire que
l'on a :
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�

DÂemonstration: ConsidÂeronsuneinterprÂetationpleine � coÈõncidantavec
�

surlestermesdu
premierordre.Parle lemmedeconservation(3.14),on trouve:
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. PardÂe®nitiondel'interprÂetation,on trouve:
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�

�

�

Cequi donne:

�

���

�

� � �

�

5

��


�

�

�

�

�+�

�

� �.�

�

�

�




�

�

���

�

�

�

�

�
�

�

	�	�	

� �
�

�

� �

�

�

���

�

�

�

�

�
�

�

�

	�	�	

� �
�

�

�

�
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Or,
�

Âetantintentionnelpour � , on trouve
�

���

�

� � �

�

5

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

5

�

et
�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

� � � � �

�

5

� �

�

���

�

�

�

� �

�

�

�

�

� � � � �

�

5

� � �

�

�

�

���

�

�����

Cequi implique
�

���

�

� � �

�

5

�

���

�

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

5

�

et �

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

5

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� � � � �

�

�

5

�

�

Nous remarquonsque l'on n,a paseu besoind'imposer Áa la relation �

�

���

�

�!�

de dÂe®nirune
relationd' Âequivalencepartielle.NÂeanmoins,celaestnÂecessairesi l'on veutquela relation �

�

�

soitunerelationd' Âequivalencesur �

� , bienquecelan'interviennepasdanslapreuveci-dessus.

8.6 DÂe®nitiondestypesquotients.

Nousavonsvu quelestypesdedonnÂeesavecÂegalitÂecorrespondaitÁadesquotients.Nousallons
voir maintenantcommentle connecteurrestriction(cf appendiceC) permetdedÂe®nirn'importe
quelquotientd'un typededonnÂees.Onexprimecelaparla propositionsuivante:

Proposition8.15. Si
�

estun modÁele intentionnelpour le type � , et si �

���

�

�!�

estunefor-
mulesansvariable de prÂedicat libre, alors

�

est intentionnelpour le typede donnÂeesavec
ÂegalitÂe �

���

���

�

�!�

dÂe®nipar �

���

�+�

�

� �"�

�

�������

�

���

�

�!�

.

DÂemonstration: ChoisissonsunmodÁeleintentionnelpourle type � etune �

��� � �

-interprÂetation
(interprÂetationstandardpourla sÂemantiqueÂetendue)

�

���

�




�

coÈõncidantavec
�

surlestermes
du premierordre.PardÂe®nitiondel'interprÂetation,on a

�




�

�

���

���

�

�!�

�


��

�

�

�

� �

�

�

�

�
� si et seule-

mentsi
�




�

�

�����

� 
��

�

�

�

���

�

�

�

�

� et
�




���

�

�

� ���

�

�

�

�

�

�

�

�+�

�

� �

. Or, � n'ayantpasdevariable
deprÂedicatlibre,et

�




coÈõncidantavec
�

surlestermesdupremierordre,ceciestÂequivalent
Áa

�

�+�

�

�

�,�+�

�

�

�

�

�

�

�

���

�

�!�

.

Donc,
�

Âetantintentionnelpourle type � , ontrouve
�




�

�

���

�+�

�

� �

�

��

�

�

�

� �

�

�

�

�
� sietseulement

si
�

� �

�

,
�

���

�

�

���+�

�

�

�

�

�

�

�

�+���

et
�

�+�

�

�

� ���

�

�

�

�

�

�

�

���

�

�!�

. Or, pardÂe®nitionde
l'interprÂetationclassique,ceciestÂequivalentÁa

�

� �

�

et
�

���

�

�

� �+�

�

�

�

�

�

�

�

���

���

�

�!�

.
�

LÁa encore,il faut remarquerquel'on nedÂe®nitrÂeellementun type quotientquesi �

���

�

�!�

est
unerelationd' Âequivalencesur le type � , bien quel'on n'utilise pascettehypothÁesedansla
preuveprÂecÂedente.De plus,dansla pratique,on simpli®elespreuvessi �

�+�

�

� �

implique �

�+� �

,
hypothÁesesouventnÂecessairepourprouverla compatibilitÂed'unefonction.

On va maintenantexaminerun ou deux exemplesde types quotients.On peut dÂe®nir les
entiersrelatifs commeun quotientsur les couplesd'entiersnaturels.Pourcela,on utilise le
type

�������

dÂe®niau chapitre2 ainsi que le type produit d'objet de type � et
�

, dÂe®nitpar
���

� ������� 	 �*� 	�� 	

�

�

�

� � �

� �

�

�

��� �

�

�

�

�

�
�

�

�

� � � �����

( �

�

�

� Âetantuneconstantedefonction
binaire).On utilise aussilesconstantesdefonctions�! " ,�

�

� et ���

 tel que �

	

�# ' 

�

���

�$� � �

,
�

	

�# " 

�

�

�

�

�$� �

�

�

�! " 

�,�

�

��� �

, �

	

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

� � � �

et �

	

���

 

�

�

�

�

�

�
�

�

�

� � �

�

. On
considÁereaussil' ÂegalitÂe

� �&�

dÂe®nieparl' ÂegalitÂedeLeibnitz.OnpeutalorsdÂe®nirle typedes
entiersrelatifspar

� ���

�

�!�"�&�

�

�*�+�$���

�

�

�

�*�+� � �

�! " 




�

�

�

�,���

� ���

 

�(�$�

�

�

�! " 




�

�

�

���$�

� ���

 

�,���

���
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Supposonsquel'on a dÂejÁaobtenulestermessuivants:
	

�

� � �

�

�

�

�

�

�34

�

4

�

�

�)� 	��#	

�

�

�

� � �

�

� �

�

�)�

� �

� �

�

�

�

�

�
�

�

�

� ���

	

4

�

�

�

�

	

�

	

�

�

�

�

�

��� 	

�

�

� �

� �

�

�'�

�

�

�

�

�

�

�

�,���

	

�

�




�

�

	

�

	

�

�

�

���

��� 	

�

�

� �

� �

�

�'� � �

���

 

�

�

�,���

	

� 
�


� *

�

�

�
� �

	

�

�

	

�

�

�

�

�

	
	

�

�

�

	

� � �)� 	

1

	

�

� �*�

1

�

�

�*�

�

�������

�# ' 

�

1 ���

�,�(�

Il estalorsfaciled'obtenir le programmesuivantpourl'addition desentiersrelatifs,dÂe®nitpar
l' Âequation�# " 

�

�

�

�

�

� �

�

�$�

�
�

�

�

�

�,�

�

�

�

�

� � �

�

�

�

�

�

�! " 

�,�

�

�

�

�

�

�# ' 

� �

�

�

�

� �

:

	

� 
�
 �

� 	��)	 � � 	 �#	 � � 
 � ���

�

���+�

�

� ���

�

� � � � � �

�! " 

�,�

�

���

�

�! " 

� ���

�

��� �,� �

avec

��
 

�

�

�32 ��	

�

�

� � �




��
 


�

4

�

�

2

� �

4

�

�

	

�(� 


� 
�


�

�

�




2

� �

�

�




	

�(���

En fait, pour rÂealisercettepreuve,on seplacesousle contexte
�

�

2

� � ���

�

�

�

�

�

	

��� ���

�

�

�

�

.
De cecontexte,ondÂeduitd'unepart �

���

�

�

�

�

et �

�+�

�

�

�

�

(formulessanscontenualgorithmique)
oÁu �

���

�

�

�

��� �

�

�*�+��� � �

�

�*�+� � �

�# ' 

�

�

�

�

�,���

� ���

 

� �$� � �

�! " 

�

�

�

�

�,���

� ���

 

�,��� �

, d'oÁu l'on
dÂeduit �

�

�! " 

�,�

�

���

�

�# ' 

� �

�

�

�

�

�,�

en utilisant la commutativitÂe et l'associativitÂe de l'addition.
D'autrepart,onobtient

2

�!�

�

�������

et
	

�3�

�

�*���!�

d'oÁu l'on dÂeduit:

�

�

� � �




� 
�


�

4

�

�

2

� �

4

�

�

	

�(� 


� 
�


�

�

�




2

� �

�

�




	

�(�

�

�!�

�

�*�

�! " 

� �

�

�$�

�

�# ' 

�,�
�

�

�
�

� �

�

Onobtientalorsle rÂesultatvouluenutilisantl'introduction duconnecteurrestriction.



Conclusion

NotreproposÂetaitd' Âetendrele systÁeme��� �
, a®ndepermettrel'utilisation detypesdedonnÂees

in®nies.Dansquellemesureavons-nousrÂeussi? PourrÂepondreÁa cettequestion,nousallons
analysernosrÂesultatsdedeuxpointsdevue: lesrÂesultatsthÂeoriquesgÂenÂeraux,etceuxconcernant
la programmationet lestypesdedonnÂees.

Les r ÂesultatsgÂenÂeraux.

Nousavonstout d'abordprouverla viabilit Âe de notresystÁeme,grÃaceau lemmede rÂeduction
qui assurela prÂeservationdu typependantla rÂeduction,et grÃaceaulemmedeconservationqui
prouvela correctionde la notionsÂemantiqued'interprÂetation.De plus, l'appendiceB montre
quecetteextensionestbienconservativeparrapportÁala logiqueintuitionnistedusecondordre.

Ainsi nousrestonsavecun systÁemeconstruitau-dessusdela logiquedu secondordrequel'on
peutÂetudierenutilisantlesmÃemesoutilsquepour ���

� .

Une questionqui seposepour tout systÁemede type concernel' Âetudede la normalisationdes
termestypÂes.CommeprÂevu,on n'a aucunepropriÂetÂedenormalisationforteou faible,puisque
l'un desbutsdu systÁemeestjustementdepouvoir typerdestermesnon-normalisables.Notre
Âetudea doncÂetÂecentrÂeesurla rÂesolubilitÂeet la 
 -rÂesolubilitÂedestermestypÂes(cf appendiceA
pourlesdÂe®nitions).

Dansle casdusystÁemen'utilisantquele plusgrandpoint®xe,onaprouvÂequesi l'on n'utilise
pasdeformulesdela forme �

�

�

�

��	

- 


oÁu
�

estla variablelaplusÁadroitedans� (parexemple
�

� �

), alorstouslestermestypÂessontbien 
 -rÂesolubles.

Parcontre,le plus petit point ®xeposeun problÁemeplus important,du fait d'une interaction
avecla dÂe®nitiondufauxpar

	 � �

enlogiquedusecondordre.OnanÂeanmoinsrÂeussiÁaobtenir
uneconditionsÂemantiquequi assurela 
 -rÂesolubilitÂedestermestypÂes,quel'on peutinterprÂeter
commel'interdiction d'utiliser l'absurdesoustoutessesformes(on dÂe®nitainsi, en quelque
sorte,la logiqueminimaledusecondordre).

A quel point cesrÂesultatssont-ilsdÂependantsdu choix de nosrÁegles? On auraitpu choisir
desrÁeglesn'utilisantpasdecombinateurdepoint®xepourle connecteur� (cegenrederÁegles
permetde dÂe®nirun systÁemefortementnormalisableavectypes inductifs). Mais il semble
dif®ciledetrouverdesrÁeglesanaloguespourle plusgrandpoint®xe.Il estpourtantsouhaitable
detraiterlesdeuxconnecteurs� et � demaniÁeresimilaire.

On peutsedemanders'il estpossiblede trouverun systÁemeoÁu plus grandet pluspetit point
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®xesonttraitÂesuniformÂement,et tel qu'uneconditionplussimpleassurela 
 -rÂesolubilitÂe des
termestypÂes.

TypesdedonnÂeeset programmation.

Toutefois,cesproblÁemesn'interviennentpasdansla justi®cationde la mÂethodede program-
mation,qui reposeentiÁerementsurla notionsÂemantiquedetypededonnÂees.L'extensiondela
dÂe®nitiondeKrivine fonctionneparfaitement,et chaqueÂelÂementd'un typededonnÂeesin®nies
trouvebienuneuniquereprÂesentationpourla 
 -Âequivalence.

Ce rÂesultatsur les typesde donnÂeespermetde montrerquel'on extrait bien un programme
correctÁapartir d'unepreuvedetotalitÂed'unefonctiondÂe®niepardesÂequations.

Deplus,lesdeuxexemplesd'utilisationmontrentquel'on peutrÂeellementutilisercestypesde
donnÂeesin®nies,toutenmettanten Âevidencedenouveauxconcepts:

� Le premierconcernelestypesdedonnÂeesutilisantlesdeuxpoints®xes.Le cribled'Era-
tosthÁenefait naturellementapparaÃõtrele type des listes in®niesde

�

et � comprenant
toujoursunein®nitÂede � (pourexprimerl'existenced'unein®nitÂedenombrespremiers).
CestypesdedonnÂeessont-ilsdesimplesanecdotesou peuvent-ilsÃetred'uneutilit Âe plus
gÂenÂerale?

� Le deuxiÁemeconceptimportant,rÂevÂelÂeparl'utilisation destypesdedonnÂeesin®nies,est
celuidu constructeurmuet.NousavonsmontrÂequel'ajout d'un constructeurunaire,que
l'on effaceÁa la lecturedu rÂesultat,permetdedÂe®nirunereprÂesentationnon-standarddes
typesdedonnÂees,autorisantla programmationdetouteslesfonctionsrÂecursives,sÂeparant
ainsipreuvedeterminaisonetextractiondeprogramme.

Deplus,onpourraitvoir etimplÂementerceconstructeurmuetcommeuneunitÂedetemps.
Lesprogrammesutilisantle constructeurmuetseraientalorsaussief®cacesquelesautres.

On peut aussise demanderquel classed'algorithmesl'on peut programmeren utili-
santcettemÂethode(Il est facile de voir quecettemÂethodepermetde programmerdes
algorithmestelsquele ªou parallÁeleº).

L'utilisation destypesdedonnÂeesavecÂegalitÂe introduitedansl'appendice8, estuneautrevoix
prometteuse.Il estpossibledelesutiliser pourobtenirdesreprÂesentationsdestypesquotients.
Ainsi, la notion de type de donnÂeesavec ÂegalitÂe, appliquÂee Áa destypesin®nies,permetau
moinsthÂeoriquementdereprÂesenterdansnotresystÁemedesobjetsmathÂematiquescomplexes,
tels les nombresrÂeels.Peut-onobtenirdesreprÂesentationsinformatiquementraisonnablesde
cesnotions?



AnnexeA

Termes � -r Âesolubleset � -Âequivalence.

On introduit, danscet appendice,les deuxnotionsessentiellesde
�

-calcul pur utilisÂeesdans
cettethÁese.Onsupposequele lecteurestdÂejÁafamilieraveclesnotionsde � ,

�

et � -Âequivalence.

DÂe®nitionA.1 
 -Âequivalence.La 
 -ÂequivalenceestdÂe®nieenintroduisantla famille derela-
tionsd' Âequivalence

�

� �
�

�

�
	��

vÂeri®ant:

�

�

� ���

� pourtoustermes
�

et � .

�

�

���

���

�

� si et seulementsi
�

�

�

� 2

�

2 	

�

�

� � �

�

�

�

est ÂequivalentÁa il existe � termes
�

�

� � �

�

�

tel que �

�

�

� 2

�

2�	

�

�

� � �

�

�

�

et pourtout �




�

� � � � � � � � ,
�

	

� ���

�

	

La 
 -Âequivalenceestalorsl'intersectiondetouteslesrelations�
��� .

De mÃeme,ondÂe®nitla 
 � -ÂequivalenceenremplacËantdansla dÂe®nitionci-dessus�

� par �

�

� .

Voici quelquesrÂesultatssurla 
 -Âequivalence(quel'on trouveradans[1]) :

� TouslestermesnonrÂesolublessont 
 -Âequivalentset 
 � -Âequivalents.

� Restreinteauxtermesnormalisables,la 
 -Âequivalenceetla
�

-Âequivalencesontidentiques,
demÃemepourla 
 � -Âequivalenceet la

�

� -Âequivalence.

� La 
 -ÂequivalencecorrespondexactementÁa l' ÂegalitÂe desarbresde BÈohm.On en dÂeduit
que deux termessont 
 -Âequivalentssi et seulements'ils ne sont passÂeparables(

�

et
� sont sÂeparablessi et seulementsi il existeune substitution

�

et un terme
�

tel que
�

�

�

�

�

�

�

�32 � 	�2

et
�

�

�

�

�

�

�

�32 ��	 	

).

� La 
 -Âequivalencepasseaucontexte.

DÂe®nitionA.2 Termes 
 -r Âesolubles.La notiondetermes
 -rÂesolublesestdÂe®nieenintrodui-
santla famille d'ensemblesdetermes

�

�
�

�

�
	��

vÂeri®ant:

�

�

�

� �

.

�

�


��
�

�

�

sietseulements'il existe� termes
�

�

� � �

�

�

telque
�

�

�

�32��

� � �

�32

5

�

2�	

�

�

� � �

�

�

�

etpourtout �




�

� � � � � � � � ,
�

	


 �
�
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L'ensembledestermes
 -rÂesolublesestalorsdÂe®nicommel'intersectiondetouslesensembles
� �

.

Onremarqueraquelestermes
 -rÂesolublessontlestermesqui n'ont pasdeªbottomº dansleur
arbredeBÈohm.

La propriÂetÂe importantede la 
 -rÂesolubilitÂe estla compatibilitÂe avecla
�

-Âequivalence(qui se
dÂeduitdela compatibilitÂeavecla 
 -Âequivalence): si

�

et � sont
�

-Âequivalents,
�

est
 -rÂesoluble
si etseulementsi � l'est aussi.



AnnexeB

Codagedespoints ®xes.

Nous allons montrer danscet appendice,que les points ®xesn'ajoutent rien Áa la logique
intuitionnistedu secondordre.PlusprÂecisÂement,on va prouverque le codageusuelet bien
connudesplus petits et plus grandspoints ®xesen logique du secondordre est Âequivalent
aux connecteurs� et � . Ceci implique que d'un point de vue logique,l'extensionquenous
proposonsestconservative.SonseulintÂerÃet estdoncl'optimisationdu contenualgorithmique
desprogrammes.

Un autreintÂerÃet de cet appendiceestla justi®cationde la dÂe®nitiond'occurrencevisiblement
positiveou nÂegative.En effet, on montrerala correctiondecesrÁeglesenseramenantÁa un cas
plussimple(cf lemmeB.5). La complexitÂe decettepreuvemontrantl' Âeconomiequel'on fait
auniveaudu termeextrait,enutilisantnosrÁeglesdepoints®xes.

Oncommenceparintroduireuncertainnombredenotationspourla logiquedusecondordre:

Notation: On notera
�

�
� la logique intuitionnistedu secondordre (la logique sous-jacente

Áa ���
� ), eton notera

�

�

���

�

notreextensionavecpoint®xe(la logiquesous-jacenteÁa ���

���

�

). On
notera

� 	

�

� un sÂequentprouvÂedansla logique
�

.

Notation: OndÂe®nitla conjonction,la disjonction,l' Âequivalence,la quanti®cationexistentielle,
l'inclusion, et l' ÂegalitÂedela maniÁeresuivante:

�

�
�

� � �

�

�

�
� 	��*� �

�

�

� � � � � �

�
��� � ��� �

�

� � � �

�

� � � ��� � �

�

�

�

�

�

� 	

�

� 	 ���

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

�

� � � 	 �'�

�

� � �

� � � � 	��*�(� � ��� �)�

Danslecasdesvariable,lasimpli®cation
� �

�

� � �

permettrad' Âecrire
�

�

� pour
	 �"��� � �

�

���

.

Le lecteurvÂeri®eraaisÂementquecesdÂe®nitionsdonnentlesconnecteursusuels.

Notation: De plus,on introduit lesdeuxnotationssuivantes:

� �

�

�

�

��	

- 
 � 	 �*� �

�

�

�

�
� ��� � -6�

� �

�

�

�

��	

- 
 �

�

��� �(�
�

�

�

�

� � � -6�
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DÂe®nitionB.1. DÂe®nissonsparinduction,la traduction�

�

�

�

�

suivante,qui associeÁachaque
formulede

�

� � �

�

uneformulede
�

� � (sans� et � ) :

�*� -6����� �*� -6� �

�

� � � � �

�

� � � �

� 	 �

�

�

�

� 	��

�

�

� 	��

�

�

�

� 	��

�

�

�

�

�

�

�

��	

-�
6�

�

�

� �

�

�

�

�

�

	

- 
��

�

�

�

�

�
	

- 
 �

�

�

� �

�

�

�

�

�

	

- 


Le fait quenotreextensionn'ajoute rien Áa la logiquedu secondordres'exprimealorspar la
propositionsuivante:

PropositionB.2. Pour touteformule � et toutcontexte
�

(dusystÁemeavecpoint®xe)ona :
��	

�������

�

� si etseulementsi
�

�

	

���

�

�

�

De cetteproposition,ondÂeduitle corollairesuivant:

CorollaireB.3. Notre systÁemeest uneextensionconservativede la logique intuitionnistedu
secondordre.C'est Áa dire quepour toutcontexte

�

et touteformule � de
�

�
�
, on a :

�
	

�������

�

� si etseulementsi
� 	

���

�

�

DÂemonstration: Le corollairedÂecoulede la propositionB.2 car
�

�

�

�

et �

�

�

� si
�

et �

n'utilisentpaslespoints®xes.
�

A®ndeprouverla propositionB.2,prouvonsd'abordquelqueslemmes:

LemmeB.4. Si
�

n'a que desoccurrencespositivesdans � , on peut prouver les sÂequents
suivantsdans

�

�
� :

1.
	

���

�

	

�

	

�

�

� �

�

�

�

�

� � �

�

�.�

� �

���

�

�0�

� �

�

��� �

2.
	

���

�

	 �"�

���

�

�

�

�
	

��
 �

�

�0�

� � �

�

�

�

�

� �

3.
	

���

�

	 �"�

� �

�

�

�

�
	

� 
 �

�

�0�

� � �

�

�

�

�

� �

DÂemonstration: MontronsquechacundecessÂequentsestvrai :

1. La preuveestfacile et trÁesclassique,il suf®tdemontrerparinductionsurla structurede
la formule � quesi

�

n'a quedesoccurrencespositives(resp.nÂegatives)dans� , on a	

���

�

	

�

	

�

�

� �

�

�

�

�

� � �

�

�0�

� �

���

�

�0�

� �

�

� � �

(resp. �

�

�

� ). Cecinepose
aucunproblÁeme.

2. Montronsd'abordle sensdroite-gauchedel' Âequivalence.Notons �

�

�

�

���

�

�

�

��	

� 


.
Sousles hypothÁeses�

�0�

� �

�

(i), et
	 �'�

�

� � ���

(ii), il faut montrer
� �

. Or, par
dÂe®nitionde � � , de (ii), on dÂeduit

	 �"�

� �

�

�

�

��	

��
 � � ���

. Donc,
�

n'ayantquedes
occurrencespositivesdans� , onobtient

	 � �

�

�.�

� �

� �

�

�

. Finalement,onobtient �

enutilisant(i), puisle rÂesultatcherchÂe avec(ii).

Pourlesensgauche-droite,supposons���
�

�

�

�
	

� 


.Enappliquantlesensdroite-gaucheet
car

�

n'a quedesoccurrencespositivesdans� , onobtient
	��

�

�0�

�

�

�

�

�0�

� �

� ���

�

�0�

� �

�

. D'o Áu �

�0�

� �

�

, ensubstituant
�

�

�

�.�

� �

�

Áa
�

dans� �

�

�

�

�
	

��


.
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3. La preuveestsimilaireaucasprÂecÂedent,on prouved'abord le sensgauche-droite,puis
onendÂeduitla rÂeciproque. �

LemmeB.5. Si
�

estvisiblementnÂegativedans� , alors il existeuneformule
�

oÁu la variable
�

n'estpaslibre, tel que: 	

���

�

	 �




�

� �(� �

�

� � �

�

De mÃeme,Si
�

estvisiblementpositivedans � , alors il existeuneformule
�

oÁu la variable
�

n'estpaslibre, tel que: 	

���

�

	 �




�

� �

�

� � � � �

�

DÂemonstration: Montronsd'abordle casoÁu
�

estvisiblementpositivedans� . PardÂe®nition,
onestdansl'un descassuivants:

�

�

� �*� -6�

doncavec
� � � � � - �

, ona bien
	

���

�

�

� �

�

� � � � �

.

�

�

� � �

�

�

,
�

Âetantvisiblementpositivedans �

�

et sansoccurrencedans
�

. Par
hypothÁesed'induction, on trouveuneformule

�

�

tel que
	

���

�

�

�

� �

�

� �

�

� � �

. Il
suf®tdoncdeprendre

� � �

�

� �

etonobtientle rÂesultatvoulu.

�

�

� 	��

�

�

, avec
� 
� �

et
�

visiblementpositivedans�

�

. ParhypothÁesed'induction,
on trouveuneformule

�

�

tel que
	

���

�

�

�

� �

�

� �

�

�
� �

. Or, ona pourtoutesformules
� et

�

,
�

nonlibre dans
�

implique
	

���

�

	�� �

�

� ��� � �

�

�

�

� ���

. Doncil suf®tde
prendre

� �

�

� �

�

.

Montronsmaintenantle casoÁu
�

estvisiblementnÂegativedans� :

�

�

� � �

�

�

,
�

ÂetantvisiblementnÂegativedans �

�

et sansoccurrencedans
�

. Par
hypothÁesed'induction, on trouveuneformule

�

�

tel que
	

���

�

�

�

� �(�
�

�

� �

�

�

. Il
suf®tdoncdeprendre

� � � � �

�

etonobtientle rÂesultatvoulu.

�

�

� � - �

�

�

,
�

Âetantsansoccurrencedans�

�

. Il suf®tdeprendre
� � � � � -6� �

�

�

et l'on obtient
	

���

�

�

� ���
�

�

� � �

.

�

�

� 	��

�

�

, avec
� 
� �

et
�

visiblementpositivedans�

�

. ParhypothÁesed'induction,
on trouveuneformule

�

�

tel que
	

���

�

�

�

� �(�
�

�

� �

�

�

. Or, ona pourtoutesformules
� et

�

,
�

nonlibre dans� implique
	

���

�

	�� �

�

� ��� � �

�

� 	�� ���

. Doncil suf®tde
prendre

� �
	 � �

�

. �

LemmeB.6. Si
�

, d'arit Âe 1 n'a quedesoccurrencespositivesdans
�

etestvisiblementnÂegative
(resp.positive)dans � , on a :

	

���

�

	 � 


�

�

�

� �

�

�

� � � ���

�

� �

� ���

�

�

� � �

(resp. � � )

DÂemonstration: CommencËonsparle casduplusgrandpoint®xe.Enutilisantle lemmeB.5,on
trouve

�

oÁu
�

n'estpaslibre et tel que
	

���

�

	 ���

�

� 	 ��� � � � � � �

. Il suf®tdeprouver:
	

���

�

	���
,	 � � � � � � ��� 	 � � � � � ��� � 	 ��
 � �

� �

�

�

� �

	

� 
,�

Supposons
	 ��� 	 �"� � � � ��� � 	 ��� � � � � �

. On endÂeduit
	 ��� � � � �.�

�

�

� � ��� �

(en
substituant

�

� �

Áa
�

). Donc,on obtient
��� � 	 �"� ��� � �0�

�

�

� � ��� �	� � �

, D'o Áu
� �

� �

�

�

� �

	

��


.
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Le casdupluspetitpoint®xesedÂemontredemaniÁereanalogue.
�

LemmeB.7. LesdeuxÂequivalencessuivantessontprouvablesdansnotresystÁeme:

�

	

��� � �

�

�

�

�

�

��	

- 
 �

���

�

�

�

��	

- 


�

	

���

� �

�

�

�

�

�

�
	

- 
 �

� �

�

�

�

�
	

- 


DÂemonstration: CesdeuxÂequivalencessedÂemontrentsansproblÁemeavecnosrÁeglesdepoints
®xes:

�

	��*� 	 ���

�

� � ��� ��� - �

implique

	 ��


�

� �

� �

�

�

�

�

���

�

�

�

�

��	

� 
�� �

�

�

�

�

��	

- 


Et doncimplique �

�

�

�

��	

- 


car
	 �"�

�

�0�

� �

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�
	

��
 �

dÂecoulede la
factorisationdu point®xe.

�

	

��� � �

�

�

�

�

�

��	

- 
 � 	��*� 	 ���

�

��� ��� � � -6�

sedÂemontreenutilisantla rÁegleduplus
petitpoint®xe,Áa partirde

�

� - � 	 � 
,	 � �

�

��� ��� ��� -��

�

�

�

� �

�

�

-�� � 	���
,	 � �

�

� � � ����� -��

�

PourdÂemontrercetteformule,ondoit montrer
�

�

-

sousleshypothÁesessuivantes:

1.
� - � 	 �*� 	 ���

�

��� ��� ��� -6�

2. �

� �

�

-��

3.
	 ���

�

�0�

�

�

�

� � �

�

�'�

De1 et3 ondÂeduit
� - ���

�

-

. Or,
�

n'ayantquedesoccurrencespositivesdans� onen
dÂeduit �

� �

�

-,� �

�

�.�

�

�

�

� � �

�

-/�

. Puis,par2 onobtient �

�0�

�

�

�

��� �

�

- �

, puis,
�

�

-

enutilisant3.

� Le casduplusgrandpoint®xesedÂemontredemaniÁereanalogue. �

OnpeutmaintenantdÂemontrerla propositionB.2:

DÂemonstration: Pour le sensgauche-droite(
� 	

���
���

�

� implique
� 	

���

�

�

�

), on prouvele
rÂesultatparinductionsurla preuvede

� 	

���
� �

�

� . En fait, la seulechoseÁa faire,estdemontrer
queles rÁeglesde points®xessontcorrectespour le codagedespoints®xesutilisÂe dansnotre
traduction.Or, la factorisationet le dÂeveloppementdespoints®xescorrespondentauxcas2 et
3 du lemmeB.4, et lesrÁeglesdu pluspetit et du plusgrandpoint ®xecorrespondentaulemme
B.6.

Pourle sensdroite-gauche,Il faut remarquerque
�

�

	

���

�

�

�

implique
�

�

	

���

� �

�

�

�

. Il suf®t
doncdeprouverquepour touteformule � ,

	

���
���

�

�

�

�

�

. On montrecelapar inductionsur
la structuredela formule � . Le seulcasnontrivial Âetantle casdespoints®xes,qui dÂecouledu
lemmeB.7.

�



AnnexeC

Omissiondecontenualgorithmique.

Dansbeaucoupdecas,lesprogrammesextraitssontinef®cacescarcertainespartiesdela preuve
n'ont pasrÂeellementdecontenualgorithmiquemaissontpourtantrÂeduites.Pourtenterdepallier
Áa cedÂefaut,nousallonsajouterdenouveauxconnecteursdont lesrÁeglesomettentle contenue
algorithmiqued'unepartiedela preuve.

C.1 Extensionde la syntaxe.

PourgÂererl'omissiondecontenualgorithmique,onvareprendrel'id Âeeduconnecteurrestriction
deMichel Parigot[22]. Entoutpremierlieu, il estnÂecessaired'utiliser deuxtypesdesÂequents:

� dessÂequentslogiques, c'est Áa diresansaucuneindicationalgorithmique,dela forme:

�

�

� � � � � �

�

	

� �

� dessÂequentsalgorithmiques, dela forme:
2

�
�

�

�

� � � � �

2

�

�

�

�

� �

�

�

�

� � � � � �

�

	��

�

� �

Onremarquerala prÂesencepossibled'hypothÁeseslogiquesdansle contexte(lesformules
�

�

�

�

� � � � �

�

).

OnajouteÁa la logiqueun connecteurbinairequel'on notera�

� �

. Ceconnecteurestlogique-
ment ÂequivalentÁa uneconjonction,maisqui ne conservequele contenualgorithmiquede la
formule � .

On verraqu'il estaussiutile d'ajouteruneimplication sanscontenualgorithmique,que l'on
notera�

�

�

. Ceconnecteurexprimequel'on n'a pasbesoindu contenualgorithmiquedela
preuvede � pourdÂeduire

�

.

Si
�

�

2

�
�

�

�

� � � � �

2

�

�

�

�

� �

�

�

�

� � � � � �

�

estuncontextealgorithmique,onnotera
�

�

lecontexte
logiqueassociÂe :

�

� �

�

�

� � � � � �

�

� �

�

�

�

� � � � � �

�

.

On a aussibesoindeconsidÂererun terme� du
�

-calculneserÂeduisantpas.On dÂe®nitdonc �

commeune
�

-variablequel'on nedÂeclarerajamaisdansun contexte.
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LesrÁeglessontalorsÂetenduesdela maniÁeresuivante:

� Les rÁeglessur les sÂequentslogiquessont les rÁeglesusuellesde la logiqueclassiquedu
secondordre,sachantquele connecteur

�

estuneconjonctionetquelesdeuxconnecteurs
�

et � sontdesimplicationsobÂeissantauxmÃemesrÁegles.

� PourlessÂequentsalgorithmiques,lesanciensconnecteursconserventlesrÁeglesquel'on
a introduitesau chapitre2, tandisqueles nouveauxconnecteursutilisent les rÁeglesqui
suivent.

� introductionde � : �

�

	

	 � �

�
	

�

�

�

�

 

� introductiondela restriction:
� 	��

�

�

�

�

	

�

��	��

�

�

� �

�

 

� Âeliminationdela restriction:
��	��

�

�

� �

�
	��

�

�

���

�

� 	��

�

�

� �

�

�

	

�

�

�

�

� introductionde � : �

� �

	��

� �

�
	��

�

�

�

�

�

 

� Âeliminationde � : � 	��

�

�

�

�

�

�

	

�

��	��

� �

�

�

PropositionC.1. Lelemme2.1(subjectreduction)restevalideenprÂesencedesnouvellesrÁegles.

DÂemonstration: La preuven'estpastrÁesdiffÂerente.On reprendl'induction surla construction
dela preuve:

� Si la derniÁererÁegleestl'une desrÁeglesoriginalesÁal'exceptiondela rÁegle
���

(Âelimination
del'implication), la preuveresteinchangÂee.

� PourlesrÁegles
�

 ,
�

�

�

, �

 et �

�

, l'hypothÁesed'inductionappliquÂeeÁa la prÂemissedonnele
rÂesultatvoulu.

� Le casdela rÁegle�

 
neseprÂesentepascar � neserÂeduitpas.

� Celuidela rÁegle
�

�

� nonpluscarsaconclusionestunsÂequentlogique.

� Pourle casde
���

(Âeliminationde l'implication), il faut Âetudiercommenton Âelimineles
occurrencesdesrÁegles

�

 ,
�

�

�

, �

 et �

�

qui pourraientsÂeparerl'introductionetl' Âelimination
de l'implication. En fait, cesrÁeglessonttraitÂeescommelesrÁeglesdequanti®cation.En
effet, ellespermutentbienaveclesrÁegles��� , �

"

, �

"

, ��� et � � (Âequations,dÂeveloppement
et factorisationdespoints®xes).De plus, commepour les rÁeglesde quanti®cation,on
peutÂelimineruneintroductionsuivied'une ÂeliminationsansproblÁeme. �
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C.2 Extensionde la sÂemantique.

PourÂetendrela sÂemantique,il suf®tdeconsidÂererqu'Áa toute � -interprÂetation � estassociÂe un
modÁeleclassique

�




coÈõncidantavec � sur lestermeslogiques.Ainsi, on donnela dÂe®nition
suivante:

DÂe®nitionC.2. Onappellera�

�

-interprÂetation.uncouple
�

� �

�




�

oÁu � estune� -interprÂetation
et

�




estunmodÁeleclassiquecoÈõncidantavec� surlestermeslogiques.

Pourtoute �

�

-interprÂetation
�

���

�




�

, on dÂe®nitsimultanÂement �

�

�


 et
�




�

�

� parinduction
surla constructiondela formule � :

�

�




�

�

� estdÂe®niedemaniÁereusuelle,sachantquel'interprÂetationclassiquede
�

estcelle
d'uneconjonction,tandisquel'interprÂetationclassiquede � estcelled'uneimplication.

�	�

�

� 
 estdÂe®niepar inductioncommedansle chapitre7 , si le connecteurextÂerieurde �

estl'un desanciensconnecteurs.

�	�

�

� �

� 


�

�

�

� 
 si
�




�

� �

, sinon �

�

� �

� 


� �

�	�

�

�

�

�




�

�

�

�


 si
�




�

�

� , sinon �

�

�

�

�




� �

On remarquequela satisfaction
�




�

�

� estindÂependantedel'interprÂetation �

�

� 
 , tandisque
�

�

� 
 subitl'in¯uence delasatisfactionclassique
�




�

�

� autraversdesnouveauxconnecteurs.

Onprouvealorsquela notionsÂemantiqued'interprÂetation,ainsiÂetendue,restecorrecte:

PropositionC.3. Lelemmedeconservationrestevalidesousla formesuivante: Pourtoute�

�

-
interprÂetation

�

���

�




�

, si l'on prouve
2

�
�

�

�

� � � � �

2

�

�

�

�

� �

�

�

�

� � � � � �

�

	��

�

� , si
�




�

�

�
 

pour � 
 � 
 1 etsi
�

	




�

�
 

� 
 pour ��
���
 � , alorsona
�

�

2

�

�

��


�

�

� 
 .

DÂemonstration: LÁa encore,la preuvechangepeu.On utilise en premierlieu la correctionde
la sÂemantiqueclassique: si l'on prouve �

�

� � � � � �

�

	

� alors,pour tout modÁeleclassique
�

,
�

�

�

�
 pour � 
 ��
 1 implique

�

�

�

� (lesnouveauxconnecteursnechangentrien Áa ce
rÂesultat,puisqued'un point de vue logiqueils secomportentcommeuneconjonctionet une
implication).

Choisissonsune�

�

-interprÂetation
�

���

�




�

vÂeri®antleshypothÁesesdela proposition.Onprouve
alorsle rÂesultatparinductionsurla constructiondela dÂerivationenexaminantla derniÁererÁegle
appliquÂee.Dansle casdesanciennesrÁegles,la preuveresteinchangÂee.PourlesnouvellesrÁegles,
onestdansl'un descassuivants(onnotera

�

�

2

� �

�

�

� � � � �

2

�

�

�

�

� �

�

�

�

� � � � � �

�

) :

� Si la derniÁereappliquÂeeestl'introductionde � :
�

�

	

	 � �

�
	

�

�

�

�

 

Il nepeuty avoir demodÁeleclassique
�

satisfaisantle contexte
�

�

(sinonaurait
�

�

�

	�� �

. La propositionestdoncvrai caronnepeutpassatisfairel'hypothÁese.

� Si la derniÁereappliquÂeeestl'introductiondela restriction:
� 	��

�

�

�

�

	

�

��	��

�

�

� �

�
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En appliquantl'hypothÁesed'induction, on trouve
�

�

2

�

�

� 


�

�

�


 et
�




�

� �

. Par
dÂe®nitiondel'interprÂetationduconnecteur

�

, on trouvebien
�

�

2

�

�

��


�

�

� �

� 
 .

� Âeliminationdela restriction:
��	��

�

�

� �

�
	��

�

�

���

�

� 	��

�

�

� �

�

�

	

�

�

�

�

Par hypothÁesed'induction, on trouve
�

�

2

�

�

��


�

�

� �

� 
 . Puis, par dÂe®nitionde
l'interprÂetationduconnecteurrestriction,on endÂeduit

�

�

2

�

�

��


�

�

� 
 et
�




�

� �

.

� introductionde � : �

� �

	��

� �

�
	��

�

�

�

�

�

 

Si
�




�

�

� , l'hypothÁesed'induction donne
�

�

2

�

�

��


�

�

�


 . D'o Áu le rÂesultatpar
dÂe®nitiondel'interprÂetation.Sinon,ona

�

�

2

�

�

��


�

�

�

�

�




� �

.

� Âeliminationde � : � 	��

�

�

�

�

�

�

	

�

��	��

� �

�

�

Par hypothÁesed'induction, on trouve
�

�

2

�

�

� 


�

�

�

�

�


 et
�




�

�

� . Donc, en
appliquantla dÂe®nitiondel'interprÂetationon trouve

�

�

2

�

�

� 


�

�

� 
 . �

C.3 DÂe®nitionet utilisation dessous-types.

On peututiliser le connecteurrestrictionpour dÂe®nirdessous-types.On exprimecelapar la
propositionsuivante:

PropositionC.4. Si
�

estunmodÁeleintentionnelpourle type�

�+�$�

etsi � estuneformulesans
variabledeprÂedicatlibre (

�

ainsi qued'autresvariablesdu premierordre peuventapparaÃõtre
dans� ), alors

�

estintentionnelpour le type �

�+��� �

�

DÂemonstration: ChoisissonsunmodÁeleintentionnelpourle type � etune �

��� �

�

-interprÂetation
(interprÂetationstandardpourla sÂemantiqueÂetendue)

�

���

�




�

coÈõncidantavec
�

surlestermes
dupremierordre.PardÂe®nitiondel'interprÂetation,on a

�




�

�

����� �

�

�

��

�

�

�

� si et seulementsi�




�

�

�+���

�

��

�

�

�

� et
�




���

�

�

�

�

�

� . Or, � n'ayantpasdevariabledeprÂedicatlibre, et
�




coÈõncidantavec
�

surlestermesdu premierordre,ceciestÂequivalentÁa
�

�+�

�

�

�

�

�

� .

Donc,enappliquantlefait que
�

estintentionnelpourle type � , ontrouve
�




�

�

�+�$���

�

� 
��

�

�

�

�

si et seulementsi
�

� �

�

,
�

���

�

�

�

�

�

�

�����

et
�

���

�

�

�

�

�

� . Or, par dÂe®nitionde
l'interprÂetationclassique,ceciestÂequivalentÁa

�

� �

�

et
�

���

�

�

�

�

�

�

�+��� �

� .
�

On va montrerun exempled'utilisation simplequi meten Âevidencela nÂecessitÂe du connecteur
� . On considÁere le type desentiers

�*�+���

dÂe®nitau chapitre � , ainsi que la formule
� 
�

�

dÂe®niepar
	 �����

�

� ����� � 	 � �

. On considÁereaussiun symbolede fonction � tel que
�

	

�

�

�

���%� �

. La fonction � estdoncunefonctionpartiellepourle prÂedÂecesseur.

Onva chercherun terme
�

tel que:
	��

�



������� �3� 
�

�

�
���*�

�

���
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Pourcela,onsupposequel'on a
�

�

2

�!�*�+�$���)� 
�

�

. EnappliquantlesrÁeglesd' Âeliminationde
la restriction,du dÂeveloppementdu point ®xeet del' Âeliminationdu quanti®cateuruniverselle,
on trouve:

� 	

2

� 


�


�

�

�

�*�

�

�

� �

�

	��

�

�����!��� 


�

� 
�

�

�

�*�

�

�

�

�$�(� �

�

� 
 � 
�

�

�

�*�

�

��� �

Or, on prouvefacilement
	

�

�

�


�

�

�

���

�

�

�

et
	

�

� �

� 	 �'� �*���!�"� �

�

� 
�

�

�

���

�

�

�

���,�(� �

.
Au total,onobtient:

	

�32

�

2

�

�

� �

���




�*����� �3� 
�

�

�

� �*�

�

�$�

�

Maintenant,si on essayede prouver le mÃemerÂesultatsansutiliser le connecteur� , on ne
peut plus dÂeriver

� 
�

�

�

�*�

�

���

par induction. Il faut utiliser une formule de la forme
�,������� �3� 
�

�

� �����

�

���

. On trouvealors
	

�)2

�

2

�

�

�

�

	

�

2

� � 
 ������� �3� 
�

�

��� �*�

�

���

�

Or, le premier terme que l'on a obtenuest semblableau terme que l'on obtient pour une
fonctionprÂedÂecesseurtotale(il suf®tderemplacer� par ������� ). Parcontre,le secondtermeest
plus compliquÂe, on nepeutdoncpasdire quele connecteur

�

suf®sepouromettrele contenu
non-algorithmiquedanscettepreuve.

C.4 L'induction gÂenÂeralisÂee.

En utilisant le connecteurrestriction,Michel Parigotmontrequepourtoutesformules � et �

tel que � dÂe®nisseun typededonnÂeeset
�




�

dÂe®nisseunordrebienfondÂesurle type � , on
peututiliser la rÁeglesuivante:

��	��

� 	 �

�

	��*


�

�+� �����




� �

�

�+� � � �

�

�+��� �

�

�����

�

� 	

*

�

� 	 �




�

�+�����

�

�����

�

CetterÁeglepermetd'utiliser le point ®xesansgarderle contenualgorithmiquedela preuvede
dÂecroissancelors desappelsrÂecursifs.Pourplus dedÂetail surcetterÁegle,sonutilisationet sa
justi®cation,sereporterÁa [22, 17].
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AnnexeD

Index desconventionset notations.

A®ndefaciliter la lecture,nousallonsdÂetaillerici lesconventionset lesnotationsutilisÂeesdans
cettethÁese.

� Notationd'int ÂerÃetgÂenÂeral

±
�

: l'ensemblevide.

± �

�

�

�

: l'ensembledespartiesdel'ensemble� .

± �

�

�

�

: l'ensembledesfonctionsde � dans�

�

.

±
�

� : l'intersectiondesÂelÂementsde � ( � Âetantunensembled'ensembles).

±
�

� : la rÂeuniondesÂelÂementsde � ( � Âetantunensembled'ensembles).

±
�

�

	

�

�

� ���

:
�

�

�

�,����
 � 


� �

±
�

�

	

�

�

� ���

:
�

�

�

�,����
 � 


� �

� Lestermeslogiques(ou termesdupremierordre).

± RÁeglegÂenÂerale: toutenminuscule.

±
�

�

�

�

&

�

�

�

�

�

(

�

	

�

�

: lettresminusculesutilisÂeespourlesvariablesdupremierordre.

±
-

�

�

�

�

��� : lettresminusculesutilisÂeespourdÂesignerdestermeslogiques.

± ��� � ���

� �

� � � � : constantesdefonctionset d'individus (notÂeesengras).

± �

�(-
�

� � � � �

-
�

�

: applicationd'uneconstantedefonction � Áa 1 termeslogiques.

± �

-

pour �

�(- �

: dansle casdesconstantesunairesonomettrasouventlesparenthÁeses.

±
�

ou
-

: pourdÂesignerunvecteurdevariablesoudetermesdupremierordre.La taille
duvecteurserasouventimplicite et imposÂeeparle contexte(Âecrire

� -

impliqueque
la taille duvecteur

-

estÂegaleÁal'arit Âede
�

). Deplus,onsupposeraquel'on Âecrit
	 �

ou
�

�

seulementsi le vecteur
�

estcomposÂedevariablesdistinctes.
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� Lesformules.

± RÁeglegÂenÂerale: toutenmajuscule.

± �

�

�

�

: lettresmajusculesutilisÂeespourdÂesignerdesvariablesdeprÂedicat.

± �

�

�

�

� �

: lettresmajusculesutilisÂeespourdÂesignerdesformules.

±
�*� -6�

: applicationd'unevariabledeprÂedicatÁadestermeslogiques.

± LesconnecteursutilisÂespourconstruirelesformulesserontnotÂesrespectivement:
�

�

� �

pourl'implication.

�

	��

� et
	��

� pourla quanti®cationuniverselle.
�

�

�

�

�

� 	

- 


pourlestypesinductifs.

�

�

�

�

�

��	

- 


pourlestypescoÈõnductifs.

± On emploieraaussilesabrÂeviationssuivantes:
�

� -

: applicationd'unevariabledeprÂedicatunaireÁa un termelogique.

�

�

�

� � � � � �

�
� �

pour
�

�

�
� �

� � �

� �

�

�
� � �

� � �

� �

�

	��

�

� �

pour
� � 	 �

�

� � � �

�

	 �

�

� �

pour
� � 	 �

�

��� � �

±
� �0-��

: utilisationd'uneformule
�

Áaunevariablelibre appliquÂeeauterme
-

.

± �

���

�

-��

: substitutiond'unevariabledu premierordreparun termelogique.

± �

�0�

�

�

�
�

� � �

�
�

� �

: substitutiond'une variablede prÂedicatd'aritÂe 1 par une
formule(oÁu 1 variablessontdistinguÂees).

± ��	

�

�

�

���

� � �

��� � 


: substitutionphysique(avec capturede variables)d'une
variabledeprÂedicatd'aritÂe 1 paruneformule(oÁu 1 variablessontdistinguÂees).

± �

�0�

� �

�

pour �

�0�

�

�

�

�

� �"�,�

.

± �

�0�

� �

�

�

� � �

(resp. � ) pour �

�.�

�

�

�

�

�

�

� �

	

��
 �

(resp. � ) (sorte de � -
Âequivalencesimpli®catrice).

±
�

: pourdÂesignerunevariabled'ordrequelconque.

± � : associÂeeÁa
�

pourdÂesigneruneexpressionsubstituableÁa
�

( � seraun termesi
�

estunevariabledu premierordreet � seradela forme
�

�
�

� � �

�
�

� si
�

estune
variabledeprÂedicatd'aritÂe 1 ).

� Lestermesdu
�

-calcul.

± RÁeglegÂenÂerale: toutenminusculeenutilisantunepolicedecaractÁeresstyleªmachine
Áa Âecrire'.

± �

4

� �

2�	

� : lettresminusculesutilisÂeespourdÂesignerdesvariablesdu
�

-calcul.
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±
� �

�

�

: lettresminusculesutilisÂeespourdÂesignerdestermesdu
�

-calcul.

± � : pourdÂesignerun termeassociÂe Áa un symbolede fonction(c'est Áa dire un terme
extraitd'unepreuvedetotalitÂedela fonction � ).

±
�)2

�

: abstraction.

±
�

���

�

� � �

�

5

�

: application.

±
�

�

2

�

�

�

: substitution.

±
�

: l'ensembledestermesdu
�

-calcul,quotientÂepar �

� .

± �

�

: l'ensembledesvariablesdu
�

-calcul.

� LessÂequents.

± � : ensembled' Âequationsentretermeslogiques.

± �

	

- � �

: si l' Âequation
- � �

appartientausystÁeme� .

±
2

�

�

�

�

� � � � �

2

5

�

�

�

	��

�

� : unsÂequent.

� La sÂemantique.

± � : domainedevariationpourlesvariablesdeprÂedicatd'aritÂe
�

( �

�

�

� � �

).

± �

�

: domainedevariationpourlesvariablesdeprÂedicatd'aritÂe 1 ( �

�
� �

�

�

� ).

± � : uneinterprÂetation.

± �

� �

� �

�

: substitutiondela valeurd'unevariable
�

dansl'interpr Âetation� .

± �

-

� 
 : interprÂetationd'un terme(Áavaleurdans
�

).

± �

�

�


 : interprÂetationd'uneformule(Áavaleurdans� ).

± �

�

� �

� � �

� �

�

� 
 : la fonctionqui Áa �

�

� � � � � �

�

associe�

�

� 
�� �

�

���

�

� , oÁu pour chaque
� on a ou bien

�

 estunevariabledu premierordreet �� 


 �

, ou bien
�

 estune
variabledeprÂedicatet �  




�

�

.

± � 
 �

�

: l'ordre canoniquesur
�

�

�

�

��� �

, dÂe®nipar � 
 �

�

si et seulementsi
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

pourtout
�


 �

�

.

±
�

�

�

� : �

�

�

�

� �

,
�

ÂetantuneinterprÂetationclassique.

±
�

�!-

�

�

�

�

�

:
�

�


��

�




�

� �

�

�

�

�

�

� �



114 ANNEXE D. INDEX DESCONVENTIONSET NOTATIONS.



Bibliographie.

[1] H. P. Barendregt.TheLambdaCalculus:ItsSyntaxandSemantics. North-Holland,revised
edition,1984.

[2] C. BÈohm. Alcuneproprietadelle forme
�

� -normalinel
� �

-calculus.Pubblicazioni696,
Institutoperle Applicazionidel Calcolo,Roma,1968.

[3] A. Church.Thecalculi of lambda-conversion. PrincetonUniversityPress,1941.

[4] T. Coquand.In®niteobjectsin typetheory. In Informal proceedingsof theworkshopon
Typesfor ProofsandPrograms, 1993.

[5] T. CoquandandG. Huet. Thecalculusof construction.In InformationandComputation,
pages241±262,1988.

[6] N. deBruijn. Themathematicallanguageautomath,its usageandsomeof its extensions.
In Symp.onautomaticdemonstration, pages29±61.SpringerVerlag,1970.LectureNotes
in MathematicsVol. 125.

[7] J.-Y. Girard. The systemF of variabletypes:®fteenyearslater. Theoretical Computer
Science, 45:159±192,1986.

[8] W. Howard. The formulae-as-typesnotion of construction. To H.B. Curry: Essayson
combinatorylogic,

�

-calculusandformalism, pages479±490,1980.

[9] Jean-LouisKrivine. Un algorithmenontypabledansle systmef. In ComptesRendusde
l'AcadmiedesSciencesdeParis, volume304SÂErie I, pages123±126,1987.

[10] Jean-LouisKrivine. OpÂerateursde miseen mÂemoireet traductionde GodÈel. Technical
Report3, EquipedeLogiquedeParis7, December1989.

[11] Jean-LouisKrivine. Lambda-Calcul: Typeset ModÁeles. Etudeset Recherchesen Infor-
matique.Masson,1990.Availablenowin englishversion.

[12] Jean-LouisKrivine andMichel Parigot.Programmingwith proofs.Inf. Process.Cybern.,
EIK 26(3):149±167,1990.

[13] F. LeclercandC. Paulin-Mohring.Programmingwith Streamsin Coq.A casestudy: The
Seveof Eratosthenes.In K. PeterssonB. NordstrÈomandG. Plotkin,editors,Proceedings
of the1992WorkshoponTypesfor ProofsadPrograms, pages245±262,1992.

[14] DanielLeivant. Reasoningaboutfunctionalprogramsandcomplexityclassesassociated
with typedisciplines. In 24thAnnualSymposiumon Foundationsof ComputerScience,



116 BIBLIOGRAPHIE.

volume44,pages460±469,1983.

[15] DanielLeivant. Typingandcomputationalpropertiesof lambdaexpressions.Theoretical
ComputerScience, 44:51±68,1986.

[16] Daniel Leivant. Contractingproofs to programs. Logic and ComputerScience, pages
279±327,1990.

[17] P. ManouryandM. Simonot. Des preuvesde totalits de fonctionscommesynthÁesede
programmes. PhDthesis,EquipedelogiquedeParisVII, CNRSURA 753,1993.

[18] P. Martin-LÈof. Lecturenoteson the domaininterpretationof type theory. In Program-
mingMethodologyGroup,editor, WorkshopontheSemanticsofProgrammingLanguages,
GÈoteborg, Sweden,1983.ChalmersUniversityof Technology.

[19] PaulFrancisMendler. Inductivede®nitionin typetheory. PhDthesis,CornellUniversity,
1988.

[20] M. ParigotP. ManouryandM. Simonot.ProPre : aprogramminglanguagewith proofs.
In LPAR92, 1992.

[21] Michel Parigot. Programmingwith proofs:a secondordertype theory. Lecture Notesin
ComputerScience, 300,1988.Communicationat ESOP88.

[22] Michel Parigot. Recursiveprogrammingwith proofs. Theoritical ComputerScience,
94:335±356,1992.

[23] C.Paulin-Mohring.Inductivede®nitionsin thecalculusof constructions.Technicalreport,
INRIA, 1989.TechnicalReportNumber110.

[24] Paul RoziÁere. Constanttime reductionin
�

-calculus. In Springer-Verlag,editor, Ma-
thematicalFoundationof ComputerScience, Gdansk,1993. LectureNote in Computer
Science.

[25] M. Tatsuta.Realizabilityinterpretationof coinductivede®nitionsandprogramsynthesis
usingstreams.In Proceedingsof the®fthgenerationcomputersystems, pages666±673.
ICOT, 1992.


