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RASUMA

Le paradigme?preuvescommeprogrammes$ermetde considdrer les preuvesen déduction
naturelledusecondrdrecommedesprogrammesgnlambda-calculToutefois sapratiquedans
le cadredeL'Arithm étiqueFonctionnellelu SecondOrdre duedLeivantetKrivine, produitdes
programmegpeurdalistesA®ndecomblerenpartiecedéfaut,Parigotintroduitunconnecteude
pluspetit point®xe utilisdpourconstruiredestypesinductifs. Cettethdsedtudieuneextension
simultardedu sys#mepardesconnecteurde pluspetitet deplusgrandpoints®xes Cedernier
autorisd'utilisation de donrdesin®niegelslesstreams®.

L'approcheque nous prédsentonsst originale, car les donrdesin®niessont repsendespar
destermesnon-normalisables€En contre-partiela normalisatiorestrempla@eparla notionde
solvabilidhdéditaire,qui estvéri®eparunetréslarge partiedu systéme.

Nousmontronsaussiqu'aveccetteapprochechaquedlidmenid'un type dedonrées(in®niesou
non)trouveuneuniquerepmsentatiornlambda-calculgequi permetd'en déduirela correction
desprogrammegxtraits.

Le restede la théseestconsacA@dquelquesxemplesainsi qu'Al' &udedesprobldmesposas
parla dé®nitiondel' dgalidsurlestypesdedonrdesin®nies.

Abstract

The @proofs as programs®paradigmidenti®esproofsin naturaldeductionwith programsin

purelambda-calculugdowever its usagewithin SecondOrderFunctionalArithmetic, dueto

LeivantandKrivine, doesnt producerealisticprogramsTo partiallysolvethisproblem,Parigot
introduceda least®xpointconnectiveusedto constructinductivetypes.This thesisstudiesa
simultaneougxtensiorwith leastandgreates®xpointsThelatteris usefulfor de®ningn®nite
datastructuredike @streams®.

Our approachs original becausen®nitedatastructuresarerepresentedy non-normalizable
terms.Neverthelesdpor alarge partof the systemwe canreplacenormalizationby the notion
of hereditarysolvability.

We alsoshowthateachelementof a datatype (®niteor in®nite)hasa uniquerepresentatiom
purelambda-calculusiVe usethisto provethatextractedprogramsarecorrect.

Theremaindeof thethesisdealswith someexamplesaswell asthe problemof theequalityon
in®nitedatatypes.
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Chapitre 1

Intr oduction.

1.1 et lessys#émesde types.

Depuisles travauxde Curry, beaucouple sysémesde typesont & crédds (Automathde De
Brujn, [6], le systemF de Girard [7], la thdorie destypesde Martin-L& [18], le Calcul des
Constructionsle Coquancet Huet[5] , ). Le ddnominateucommunétouscessys#émesest
I'extraction de programmespartir de preuvesgrécedl'isomorphismede Curry-Howard[8],
qui établitunecorrespondancentrelesprogrammestlespreuvesie leursspéci®cations.

L'un d'eux estl'arithm@étiquefonctionnelledu secondordre( ), due &Leivant et Krivine
[11, 12, 14]. Ce sys#meestsoushiendesaspectsin peudpart. Nousallonscommencecette
introductionenrappelantes principesqui font saspaci®cié

Tous les sysémesde types exploitentles relationsentre une logique donnée, dquipde d'un
sys#émededdductionetun langagede programmatiorthdorique Ja plupartdu tempsdérivédu

-calcul de Church[3] (cesdeuxnotionssont parfoisfortementimbriquéesvoire totalement
confondues).

Lesysdme  nedérogepasécetterdgle.La logiqueutiliséeestla logiqueintuitionnistedu
secondrdre: lesformulessontconstruitesApartir destermesdu premierordre,desvariables
de prédicatset desconnecteurs!'implication et de quanti®catiomniverselledu premieret du
secondrdre.

Premidre spéci®ciéd' . le choix de la logique du secondordre. La proximitdde cette
logique avecla pratiquemathdmatiquecouranteest une des motivationsde ce choix. C'est
pourquoi'un desprincipesdebaseestdenepasétendrda logiquesous-jacentausysémea®n
derestersurlesbasesnattdmatiqueslela logiquedusecondrdre(intuitionnisteou classique).
En consAquencetoutesles extensiongjue nousproposonsontconservativesElles ont pour
uniquebutl'optimisationdesprogrammesgxtraits.

La possibilidde dd®nirde man#éreinterneles2typesde donrdesCrepmisentein autreavantage
delalogiqueduseconardre.ll suf®tpourcelad' &tendrde langageenajoutantesconstructeurs
du nouveautype. Il n'estdoncpasnécessairal'ajouter d'axiomes.Parexemple pour dé®nir
I'ensembledesentiers,il suf®td'ajouterlesconstantes (zé&ro)et (successeurulangageet
de dé®nirl'ensembledesentierscommele plus petit prédicatcontenanizéro et clos pour la
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fonctionsuccesseu€elaconduitdla formule suivante:

Secondeparticularit &d' : I'utilisation d'axiomessousformed' dquationsommespéci®-
cationsdefonctions Lesprogrammesontalorsextraitsdela preuvedetotalitddecesfonctions.
Le sysémeProPre deManouryet Simonot[17, 20], qui permetde construireautomatiquement
la preuvedetotalitdd'un grandnombredefonctions et d'assureiquele programmeextraitsuit
I'algorithme décrit parles dquationsmontrel'int &ét de cetteapproche.

Ainsi, pourun programmecalculant'addition, on ajouteaulangageauneconstantele fonction
. L'addition estspéci®eparles dquationsisuelles

et

Le programmeestalorsextraitd'une preuvedela formuleaf®rmanquel'addition esttotale:

Les preuvessontrdalisdesen déductionnaturelle De plus, pour extrairele programmepn ne
gardetracequedesaxiomesetdesrdglesd'introductionetd' dliminationdel'implication. Ainsi,
on extrait destermesdu -calcul pur (les variablesprovenantdesaxiomes,|'application de
I' diminationdel'implication et 'abstractionde sonintroduction).

Troisidmeparticularit d' :I'utilisation du -calculpur. Cechoixestjusti® carle -calcul
estsuf®sammentuissanpourmoddliserla plupartdesaspectsieslangagesleprogrammation,
toutendtantextrdmemensimple, facilitant ainsiraisonnementst preuves.

Lacorrectiondesprogrammesinsiextraitsreposesurl'unicit ddela repdsentationlesdonrées
extraitede la déd®nitiondu type (cf [11, 12, 14]). Parexempledansle casdesentiers,il y aau
plusuntermeenformenormaleextraitd'une preuvede la formule . Ainsi, I'ensembledes
termesde type estunerepmsentatiordesentiersen -calcul pur. Dansle casparticulier
de cetteformule, on obtientexactemenles entiersde Church,'entier  dtantrepdsendparle
terme . Ainsi, tout termeextraitd'une preuvede serdduitél'entier
deChurch .

Pourtouslestypesdedonrdeg(listes,arbres ), onadesproprid@ssimilaires,qui permettent
d'assureta correctiordu programmevis dvis desspaci®cationéquationnelleDeplus,onpeut
extrairedesprogrammegpourtoutesesfonctionsprouvablementotalesdand'arithm dtiquedu

secondrdre.Celasuf®tamplement Ainsi, selimiter Ala logiqueintuitionnistene réduitpas
I'ensembledesfonctionsprogrammablefL1].

1.2 Lestypesinductifs.

Malheureusemenles typesdé®niscommeles entiersde Churchont de mauvaisepropridés.
Essentiellementchaquepasd'une récurrenceest lindaire,au lieu d' éire en tempsconstant.
Ainsi, il n'existepasde prédddcesseuentempsconstansurlesentiersde Church[9, 24].
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Or, sil'on veutcontinuerd'utiliser le -calculpurcommebasedenotrethdorie,il estndcessaire
depallier dcedéfauta®nd'avoir Anotredispositionunethdorieplusréaliste Pourcela,Parigot
introduit destypesrécursifs[22]. Parexemple pour les entiers,on pourraitécrire la formule
récursivesuivante

A®n d'dviter la gestionde formules récursives nous ajoutonsun connecteurd la logique
permettant' dcriredesformulesdela forme:

Danscetteformule, estunevariabledeprédicatd'aritd n'ayantquedesoccurrencepositives

dans . Cetteformuleestalorsinterprddecomme ,  dtantle pluspetitprédicat
véri®ant .Cecirevientddireque  estle pluspetit
point®xede la fonctionqui associde prédicat auprédicat (cepoint®xeexiste

carla positivitAde dans assuregjuecettefonctionestcroissante).

Ceconnecteuutilisetroisnouvelleségles deuxpourl' dquivalencei-dessusetunetroisidme
pourexprimerqu'il s'agitd'un pluspetit point®xe.

En utilisantcenouveawconnecteyra dé®nitioninductivedesentierss'dcrit :

Parigotmontrequetousles résultatde peuventéire dtenduset queles programmesjue
I'on obtientontdesperformancegplus prochegle cellesdesprogrammesletouslesjours.

1.3 Lestypescoinductifs.

Cettethdorieesttoujoursloin de couvrir toutesles possibilidsdeslangagesle programmation
réels.L'une deslacunesestl'absencedetype dedonrdesin®niegel quelesastreamsycanaux
d'entrée/sortie)Unesolutionsimplepourajoutercesnotionsestde considérerle connecteur ,
interpd@commeun plusgrandpoint®xe,dualdu connecteur préaddemmenintroduit.

Nousajoutonsdoncdéla logiquedesformulesdela forme:

od estunevariablede prédicatd'aritd n'ayant que desoccurrencegositivesdans
Cetteformule estinterprdtde comme ,  dtantle plus grandprédicatvéri®ant

. Nousajoutonsalorstrois réglesau syséme,ana-
loguesdAcellesdu connecteur ..

Le proposde cette thése est d'dtudier les propridiés et les possibiliés du syséme
(arithmétiquefonctionnelledu secondordre avec plus petit et plus grand points ®xes)ainsi
dé®ni.
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Cesnotionsdetypesinductifset coBnductifont Addtuddesdansle cadred'autressysémesde
types[19, 23,25, 4]. Cetravail estndanmoinsiouveaucarles probldmessontaborddssousun
jour diffédrentdu fait desspAci®ciésd'

Cesdiffdrenceproviennenessentiellemertdedeuxsources

Dé®nitiondestypesde donrdespar desformuleslogiques(plutdt queparajoutexterne,
commedansla plupartdesautressysémesdetypes).

Utilisationdu -calculpur.

Ainsi le typedesistreams®stextrdmemenprochedutypedeslistes.Lesdeuxtypesutiliseront
un constructeud'aritddeux (le type liste utilisanten plus un constructeuinitial d'aritdzéro
pourla liste vide). La seulediffdrencémportanteestl'utilisation du connecteur #la placede

Lestypesde donrdesin®niesne sontdoncpasdé®nisparla donrdedesdestructeursiu type,
maisbien par celle desconstructeurslu type. Cetteapprocheanaloguedestypesde donndes
®niesetin®niespermetenutilisantlesdeuxconnecteurs et , dedé®nirde nouveauxypes,
telsquedeslistesin®niesde etde n'utilisantqu'un nombre®nide .

Larepmsentationlestypesdedonrdesn®niesen -calculpur, pardestermesionnormalisables
estunenouvellecaracéristiquede cetteapprocheNousmontronsju'ainsila notiondetypede
donrdesdeKrivine peutéiredtendueuxtypesin®nis enobtenant'unicit ddela repmsentation
dechaquedldmentdu type dedonrdes(pourla -équivalencepu dgaliddesarbresde B&hm).

En contrepartiale cetteapprochepn perdtoute proprid@éde normalisatiorforte ou faible. Par
contre nousétudionsdesproprid@éstellesquela rédsolubilidoula -rédsolubilié(absencele
dansl'arbre de B&hm)destermestypés.

Nousnousintéressonaussiédesexemplepratiquestel le classiqueribled'Eratostiéne Nous
montronsaussicommentunerepmsentatiomon-standardesentierspermetdetypertouteses
fonctionsrécursivegartielles.

De plus, en essayantle résoudrees probldmespods par I' dgaliAsur cestypesde donrdes
in®nies nousddvelopponsine déd®nitionoriginalede I' Agalisur les typesde donrdesaussi
bien®niegquein®nies Celaddbouchesurun concepnouveauletypede donrdesavecagaliié,
odl'on dé®nitle type paruneformulebinaire af®rmangue estun ddmentdu typeet
qu'il estédgald . Nousmontronsalorsquecettenotion permetde dé®nirdestypesquotients.

1.4 Autr estravaux sur lestypesinductifs et coBnductifs.

Beaucougletravauxont é@publidstraitantdu probldmedesdé®nitionsnductivesAl'int drieur
dedifférentformalismesDe plus,quelques-und'entreeuxtraitentaussidestypescoBnductifs.
Nousallonsmaintenantomparercertainesie cesapprochesvecla notre.

Le travail le plus procheestcelui de Michel Parigotpuisquenotre sysémeestune extension
directedu sien.Ainsi, si onrestreint pourn'utiliser quele pluspetitpoint®xe,on obtient
quasimenke syséme (ThdoriedesTypesRécursifsprdsenddang22]. Laseuledifférence
estla prdsencelans d'unerdgleutilisantl'inclusion qui peutsesubstituela rdgledeplus
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petit point ®xe(aussiprédsentedans ). Celle-ci permetde dériver desréglesd'induction
sur les typesde donrdesn'utilisant pasde points ®xesdansles termesextraits,aveccomme
congdquencein rédsultatde normalisatiorforte. Toutefois cetteapprochebasdebeaucouplus
surla notiond'inclusion,nesemblepaspouvoirs' étendreauxtypescoBnductifsC'estpourquoi
nousavonspréfd@ddétudieruniquementes réglesutilisantun point ®xe.On reprendcependant
la notiond'inclusionde Parigotdansle chapitres, sousuneformetrdssimpli@eet uniquement
pouroptimiserlesprogrammegxtraits.

LestravauxdeLeivantsontaussasseprochesCelan'ariend' éonnantpuisqu'il estél'origine

du syséme [14]. Dans[16], Leivant montrecommentutiliser desdé®nitionsinductives
enlogiquedu secondordreet en extrairedesprogrammesl'approcheestsimilaire dcelle de
Parigotavectoutefoisun pointdevuel gdrementliffdrent Eneffet, Leivantprédsenteliffdrents
morphismesassociantlesprogrammesux preuvestandisque Parigotutilise un formalisme
plusprochedessy@dmesdetypes,odle termeextraitestfabriquAconjointemenavecla preuve,
laissantmoins de libertd pour comparerdifférentespossibiliés d'extraction. Toutefois, cette
différencen'est pasessentiellet les deuxsysémessontprochegpar exemple on obtientles
mémesepm@sentationsn -calcul pur pourlesdé®nitionsnductivesdestypesde donrées).

Cestravauxont en communun sysémetrds procheet ne traitent pasdestypescoBnductifs.
Toutefois,ceux-cion d@introduitsdansd'autressysémesde type. Parexemple danssathdse
[19], Mendlerproposeune extensiondu sys#éme (prochedu sysémede Martin-L&f)
avecdestypesinductifsetcoBnductifsBien quedu pointdevuedelalogiquenosdeuxsysémes
différentbeaucouples dé®nitionsiesdeuxpoints®xesrestenintuitivementidentiquesAinsi,
lesconnecteurs et deMendlertrouveuneinterprdtationetdesrdglessimilaires: parexemple,
lesrdgles

sontrespectivemeranaloguesiux rédglesde factorisationdu plus petit point ®xeet de déve-
loppementdu plusgrandpoint ®xe tandisquelesrégles et sontlesanaloguesie nos
rdglesde pluspetitet deplusgrandpoints®xesavecinclusion.

Le point de divergencele plus notablesembleprovenirdu fait que,dansla thdoriedestypes
de Martin-L&f, on confondles programmest les termesdont on étudieles proprid@ds, tandis
quedansle syséme les deuxnotionsrestentsdpades.En consdquencelorsqu'on enri-
chit le langagedesobjetsa®nde prouverles propridiés de nouvellesstructuresjl estaussi
nécessaire'ajouter desrdglesde réductionpour les nouvellesconstantesCe faisant,on doit
préserveta normalisatiorforte,carla réductiordesobjetséuneformecanoniquestunprincipe
fondamentatle ce genrede syséme.

Ainsi, dansle cas du plus petit point ®xe, la régle introduit un terme de la forme

, qui se réduit en . Ce terme se réduit donc comme

(ol seraitun combinateude point®xe),cequile rendsimilaire Aun termeextrait

dela rdgledepluspetitpoint ®xequel'on utilise. La seulediff &renceestquele point®xen'est

réduit qu'en prédsencale deux arguments ce qui assurea normalisationforte car le second
argumentestenun certainsensbienfonddentantqu'dldmentd'un pluspetit point®xe.
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Dansle casduplusgrandpoint®xeJardgle  introduituntermedelaforme :
Cetobjectétantun dldmentd'un typedela forme , il estpotentiellemenin®ni.ll ne
doit doncpasétre réduitcomme . Enfait, c'estl'introduction de la constante
assoade au développementlu plus grandpoint ®xe,qui bloquela réductiongrédcedla régle
suivante

Onvoit ici apparditrece qui sembledtrela diffdrencemajeureentreles deuxapproches le fait
debloquerla réductiondesobjetspotentiellemenin®nisenassociantin contenualgorithmique
aux réglesde développemenbu de factorisationdu plus grand point ®xe.Ce blocagede la
réductionrevientdansd'autrestravauxsur le sujetcommeceuxde Leclercet Paulin-Mohring
[13] qui ontetuddcommentjouterestypescoinductifsaucalculdesconstructionsToutefois,
desrdalisationplusrédcentesommelestravauxde Tatsutd25] oude Coquand4] abandonnent
aussila normalisatiorsanscependanproposeide résultatssimilairesdceuxdeschapitrest et
5.

1.5 Organisation de la thése.

La lecturede cettethdsesupposepeu de pré-requis.Avant tout, une bonneconnaissanceu

-calcul pur est nécessaireLe lecteurtrouveradansl'appendiceA les dé®nitionsde la -
dquivalenceet dela  -résolubili, deux notionspeu communesjue nousutilisons dansles
chapitres4 et5. Il estaussiindéniablequ'une pratiquedessys#émesde déductionet du calcul
desprédicatdacilite la compshension.

Le chapitre2 estconsacAdla présentationlu syséme. |l commencgarla dé®nitiordusystéme
avantdel' étendrepourdd®nir . Ensuite nousdédmontronde lemmederéductionqui
assurda conservatioru type pendanta réduction.

Le chapitre3 traitedes@mantiqueNousy dé®nissonka notiond'interprétationety ddmontrons
le lemmede conservatiomui afl®rmeque I'ensembledestermesde type estinclus dans
linterprétationdutype . Cettenotionestle principaloutil utilisddansleschapitresuivants.

Le chapitre4 s'intédresseaux propriédids de la normalisationdansce systéme étendu.Nous
montronsdeuxrdsultatpermettantieconcluredla -rédsolubiliddestermesypds.Le premier
résultatutilise le sys#me completet donneune condition sémantiquesur les formulesa®n
quetouslestermestypéssoienthddditairementésolublesLe deuxédmedonneunecondition
syntaxiquesimplepourle sysémeavecle plusgrandpoint ®xeuniquement.

Le chapitre5 dtudielestypesdedonrdes Aprésprésentatiorl'un certainnombred'exemples,
nousreprenonda dé®nitionde la notion de type de donrdesdue AKrivine [11, 12], qui est
suf®santgourjusti®era méthodede programmationNousexposongnsuiteuneméthodede
constructiord'une classedetype dedonrdespluslarge quece qui étaitddjdconnu(puisqu'elle
contientdestypegelslesstreams)maisquirestanclusedandanotiondeKrivine. Lesexemples
detypesdedonrdesn®niesntervenantiansce chapitresontlesstreamst quelquewariations
surlessuitesin®niesde0 et 1 obtenueenmdlangeantin plus petitet un plusgrandpoint ®xe.

Le chapitre6 introduit un certainnombrede réglesdérivées,ainsi que les optimisationsqui
permettent'en extrairedestermesplussimples.
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Le chapitre7 contientdeuxexemplesi'applications le crible d'Eratostiéne(qui n'estpassans
surprise) etl'utilisation d'un typede donrdesnon-standargourlesentiersqui permetdetyper
touteslesfonctionsrécursives.

Le chapitre8 est consacé aux probldmespodas par la dé®nitionde I' dgalid On y dé®nit
I' galidsurlestypesdedonrdesin®niesainsiquela notiondetype dedonrdesavecégaliqui
permetde dé®nirdestypesquotients.

La théseseterminepardesappendicesyl'on trouvela dé®nitiondela -dquivalencestdela
-résolubilié(appendicé\), la justi®catioriogiquedesréglesde points®xesjui montrentque
la logique sous-jacenté estuneextensionconservativale la logiqueintuitionnistedu
secondordre (appendiceB), etla dé®nitionde nouveauxconnecteurpermettantle simpli®er
lestermesextraitsen omettante contenualgorlthmlqued une partiede la preuve(appendice
C). Danscesappendicespousdé®nissonslesnotionset prouvonsdesrésultatsqui sontpar
ailleursutile pourle restedela thése maisqui nesontpasnouveaux.

L'appendiceD estun index desnotationset conventionautiliséestout au long de ce travail.
Certainesotationsne sontintroduitesque danscet appendicele lecteurestdoncinvit Ads'y
reporterfréguemment.



16

CHAPITRE1. INTRODUCTION.




Chapitre 2

Dé®nitiondu syséme.

2.1 D@A®nitiondu syséme

Rappelondridvementa syntaxeet lesrédglesdetypagedu syséme

Lapremidrechoseéfaire estdedd®niil’ alphabeutilisépourconstruirdesformulesdusyséme.
Pourcela,donnons-noukesensemblem®niset ddnombrablesuivants

(variablesdu premierordre).
pourtoutentier (variablesdeprédicatd'arité ).
pourtoutentier (constanteslefonctiond'arit@ ).

L'alphabet de estalors

L' dtapesuivanteestla dé®nitionde I'ensemble  destermeslogiques(ou termesdu premier
ordre) et de'ensemble desformules commeles plus petits sous-ensemblede mots sur
l'alphabet véri®ant

Si

Si

Si et
Si

Si et
Si

Si et

Si et

On dé®nit alorsles notionshabituellesde variableslibres ou li despar un quanti®cateuici
uniguement ), puisla -@quivalenceuiidenti®edeuxformules@galesauxnomsdesvariables

Cesdé®nitionse serontpasdonrdesendétail ici.
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li després, et en®nla substitutiondesvariablesdu premierordre par destermeslogiques ainsi
guela substitutiondesvariablesdu secondrdrepardesformules(enrenommantesvariables
lidesa®nd' dviterlescaptures)Cessubstitutionsontnotdesrespectivement

et dtantd'aritd .

On considdreraaussila substitutionphysique qui substitueune formule sansrenommeres
variabledi @es.etdoncqui autorisdes capturesOnla notera

dtantd'aritd .

Cettesubstitutiorestutiliséepourddsignetessous-formules'uneformule.Eneffet, estune
sous-formulele sietseulemensi  s'décrit

Le lecteurestinvitddlire ddsmaintenantindex desnotationsoéil trouveratoutesles autres
notations conventionou abrviationsrelativesdla syntaxedu sys#éme.

Une caracéristiqueimportantedu syséme estd'utiliser deséquationgpour spéci®erles
fonctionsquel'on veut programmerPourcela,on sedonneun sysémed'dquations surles
termedogiques.Si, enutilisantle raisonnemenéquationnelpon déduit dusyséme , on
écrira:

En®non dé®nitles sdquents

ol estuntermedu -calcul, uneformule,et uncontextedelaforme

( , , dtantdesvariableslu -calculet dtantdesformules) Deplus,onsuppose
qu'aucunevariabledu -calculn'estdécladeplusd'une fois dansle contexte . Notonsaussi
quele contexteestgd@dcommeun ensemblelecouplesL'ordre dedéclaratiom'importedonc
pas.

Ondiraquel'on prouveuntel sAquents'il ad@construitenappliquaniesréglesdedéductions
suivantes

axiome:

pour

régledquationnelle

introductiondel'implication :

dliminationde l'implication :
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introductiondel'abstractiond'ordre 1 :

et nonlibredans

dliminationdel'abstractiond'ordre1 :

introductiondel'abstractiond'ordre 2 :

et nonlibredans

dliminationdel'abstractiond'ordre 2 :

On nes'intéresser@asen détail aux proprid@ésde ce sysédmequi sontdécritesdans[11, 12].
Onvadirectemenproposet'extensionqui fait I'objet de cettethdse.

2.2 Extensiondu syséme.

Commenousl'avonsvu dansl'introduction, lesprogrammesbtenusiansle syséme pur
nepeuvenprétendradirer@dalistesL'extensionquenousproposonsombleenpartiece défaut.

Nous allons ajouter & la logique deux connecteursjui vont permettrede dé®nirdes types
inductifsautorisantune repsentatiorplus ef®cacalestypesde donmdesusuels et destypes
coBnductifpermettantie dd®nirdestypesde donrdesin®nies.

Oncommencearajouter Al'alphabetd’ qui devient:

Onnepeutpasdé®nirdirectementensembledesformules carnosdeuxnouveauconnecteurs
( et ) ndcessitenineconditionde positivitAdesoccurrencesdela variablede prédicatqu'ils
lient. On dé®nitdoncd'abordl'ensemble  despseudo-formulesn ajoutantsimplemennos
deuxconnecteurd.'ensembledespseudo-formuleastdoncle pluspetitensemble&le motssur
l'alphabet véri®ant
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Si

Si

Si et

Si

Si et

Si

Si et

Si et

Si . , et

Si . , et
Notonsque,dans et , lesoccurrences
desvariables , apparaissantlans  sont lides, tandis que les occurrencesle

dans restentibres.

A®nd'introduire cetteconditionde positivitd, on associealorséchaquepseudo-formul@eux
ensembles et qui sontlesvariablegle prédicatayantdesoccurrencesespective-
mentpositivesoundgativesians . Cesensemblesontdé®nigarinductionsurla construction
delaformule:

Onpeutmaintenant@®nir'ensemble  desformulesdu nouveawsystmecommel'ensemble

despseudo-formulesjui ont ou ~ commesous-formuleseulementsi
(c'estadireque n'aquedesoccurrencepositivesdans ).

Oninterprétela formule , (resp. ) comme ol est
le plus petit (resp.le plus grand)prédicatvéri®ant . On peut
aussil'interprétercomme ., dtantle plus petit (resp.le plus grand)point ®xe
dela fonctionqui associeau prédicat le prédicat — . La conditionde positivitAassurda

croissancele cettefonction et doncl'existencedu point ®xe.On noteraquecesprédicatssont
dé®nissabledans (cf annexeB), maisne permettenpasd'extrairelesprogrammesoulus.

Onutiliseratrdssouventlessubstitutionslela forme - — — .Or I'expression
- — ~ estenquelquesorte, -Aquivalenteh — . Doncpoursimpli®eyon notera
cettesubstitution -

On dé®nitaussiles notionsde variablesvisiblemenpositiveset visiblemennégativeslansune
formule . Ondé®nitcesnotionsparinductionsurla hauteurdela formule

estvisiblementpositivedans si etseulemensi on estdand'un descassuivants

*

+ ,avec visiblementpositivedans , etsansd'occurrencedans .
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+ ,avec visiblementpositivedans et , ddésignantinevariable
quelconque{premlerouseconobrdre)

estvisiblementndgativedans si etseulemensi on estdans'un descassuivants

+ - ,avec sansoccurrencelans
+ ,avec visiblemenmdgativedans etsansoccurrencelans .
+ ,avec visiblementndgativedans et

Onremarquergue estvisiblementpositivedans sietseulement estlavariablela plus
Adroitedanslaformule . Deplus,si estvisiblementpositiveou ndgativedans alors a
exactementineoccurrencelans .

Enfait, laformule — - (resp. — ) estle castypiqued'uneformuleoé
estvisiblementpositive(resp.ndgative).

Cesconditionsimpliquentquesi  estinterprd@parle prédicattoujoursvrai (resp.toujours
faux)etsi  estvisiblementpositivedans (resp.négative)alors estvrai. La justi®cation
decesnotionsestplus compliguéeet n'interviendraqu'autraversdu lemme3.13du chapitre3

etdansl'annexeB.

2.3 Lesrdglesdu nouveausys@éme.

On ajoutesix réglesAcellesdu sytdme . Pourjusti®erinformellementes premidresde ces
rédglesconsiddronslesdeuxformulessuivantes

Linterprétationde ,impliqueque et  sontéquivalentesEn effet, T, dant

le plus petit prédlcatsatlsfalsant - - . On endéduitdonc -
.Lesrégles et vontaf®rmercettedquivalencest sonabsence

decontenualgorithmiquelUn termeseradetype  sietseulemens'il estdetype

En fait, on va éire un peu plus géndral que cela. Ces rdglesvont exprimerque pour toute
formule estédquivalente . Cettedquivalencesstdérivabledpartir
del' équivalencele et . Maiscelaintroduitune -expansiorau niveaudu termequi se
rédpercutesur le lemmede réduction.En fait, travailler aveccesréglesrevientatravailler sur
I'ensembledesformulesquotienéesparl’ dquivalencele et

Voici donccesrégles(lesrdgles et  sontobtenuegnrempld@ant par ) :

développement'un point®xe(valableaussiavec ) :
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factorisatiord'un point ®xe(valableaussiavec ) :

Pourl'instant, nosdeuxconnecteursonttraitdsdela m@émemaniére. A®ndelesdistingueyon
introduitdeuxrdglesqui exprimente fait quecesconnecteursdnotentespectivementn plus
petitetun plusgrandpoint®xe:

régledu plus petit point®xe:

régledu plusgrandpoint®xe:

lardgle (resp. ) n'étantapplicablequesi  n'estpaslibre dans , n'a pasd'occurrence
négativedans , etestvisiblemenmdégative(resp.visiblementpositive)dans

La notation? © danslestermesdu -calculdénoteun opérateurde point-®xell peutéireaussi
biendé®niqueconsid®@commeuneconstanteOn conviendrasimplemenguele terme se
réduitenuneseuledtapede -réductionauterme

Dansla pratique on utilise cesrdglessurtoutavec  delaforme — ~ pourla rdgle
etdelaforme — ~ dansle casdelarégle

Cesrdglessejusti®entinformellementen considdrantnos nouveauxconnecteursommedes
points ®xes.Parexemple le plus grandpeut étre construitpar inductionordinale,en posant
que estle prédicattoujoursvrai et que est l'intersection pour tout ordinal
desprédicats - —  ~ . Laprédmissede la rdgleassureque

implique , la conditionaf®rmantjue estvisiblementpositif dans justi®ant
le casde etceluidesordinauxlimites (cf chapitre3).

2.4 Quelquesexemplesde typages.

A®nderendreleschosesin peuplus concites,on va introduiredeuxexemplessimples,'un
utilisantle pluspetitpoint®xe pourdd®nirunerepmsentatiomnairedesentiersaturels|'autre
utilisantle plusgrandpoint ®xepour dé®nirles streams

Le lecteur peut aussise reporteraux chapitres6 et 7 pour desexemplesplus complets(la
lecturedeschapitresprécddentsn’ étantpasnédcessaire)Cesexemplesserontaussireprisdans
le chapitre5 surlestypesde donrées.
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2.4.1 Lesentiersrécursifs.

Onsedonnedeuxconstantes et respectivemerd'aritéd0 et 1. On considdrealorsla formule
suivantedé®nissariesentiersnaturels

Pourcomprendreettedd®nitionl suf®tde considdrerla formule

Cette formule associeau prédicat  un prédicat , qui estle plus petit prédicat
contenant etlessuccesseurd ddmentde . Il estdoncclair quele pluspetit point ®xedela
fonctionqui associe A estl'ensembledesentiersnaturels.

On extraitalorsles programmesuivantspourle zéroetle successeur:

Cettedd®nitiorpermet'obtenirdesprogramnessurlesentiersnaturelenreprdsentationinaire
qui ont les proprid@ésinformatiquesusuelles On peutpar exempleobtenirun préddcesseuen
tempsconstantunprogrammaeui calculele pluspetitdedeuxentierssnuntempsproportionnel
aurdsultatetc(cf [22]).

2.4.2 Typagedesstreams.

Onvamaintenantdonnerun premierexempled'utilisation du plusgrandpoint ®xe: le typage
des?streamsYou listesin®nies) On sedonneun constructeud'aritd not etonconsiddre
laformule caracérisantiesstreamsi'objetsdetype

De la mdémemaniérequepourlesentiers considdronsla formule

Cetteformule dd®nitl'ensemblede touslestermesdela forme , 0l appartien#h et
appartien . Le plusgrandpoint®xedela fonctionqui associe A correspond
doncbienAl'ensembledesstreamsi'objetsdetype

Commepremidreapplication nousallonstyperle stream desentierssupdrieursou dgaux
A , dd®niparl' dquation

Il suf®tdeprouver
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Pourcela,il suf®td'appliquerla régledu plusgrandpoint ®xesurcetteformule:

Pourprouvercettederniédreformule,supposonsjue
et

Onobtientapmsquelquesdliminations:

etdonc,enutilisant!' quation , I'introduction del'implication (3 fois) et
la rédgledu plusgrandpoint ®xe,on obtient:

Onpeutbienentendwaussityperlesfonctions et  dé®nigarlesdquations

La preuveestimmédiateet on obtient

2.5 Lemmederdéduction.

L'objet decettesectionestdeddmontrele lemmesyntaxiquondamentatietouslessys#émes
detype: la compatibilidavecla notionderéduction(ici la -réduction) Tantt appeéeprdser
vationdutype®, tantt 2subjectreduction®,il s'@nonceainsi:

Proposition2.1 (subjectreduction). Si et sontdeuxtermestel que et :
alors

A®ndeprouvercetteproposition,onvad'abordprouvertroislemmegechniques.

Lemme2.2. Sil'on prouve , etsi  estuneexpessionsubstituabledla variable
(variabledu premierou du seconcdrdre) alors on a aussi

(Si , alors dénote ).

Ddmonstration Ondémontrecerdsultaparinductionsurla hauteudespreuvesBtantdonrée
unepreuvede , ondistinguelescassuivantsenregardanta dernidrerdgleappliquée:
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s'il s'agitdel'axiome () (preuvede hauteurnulle), on a :
et . Onadoncsansprobldme

sl s agltdesrégles v , ., , ou il su®tdappliquer'hypothdse
d'induction aux prémissesavecla mémesubstltutlon et d'appliquerdnouveaua régle
(dansle casde la régle Aquationnellg ), il faut remarquemue si alors

)-

s'il s'agitdesrégles , , ou (c'est-édirelesrdglesintroduisanunquanti®cateur),
alorsil peut éire nécessairgle renommerla variable quanti@e (si elle estlibre dans
l'expressionsubstitée).Pourcela,il suf®td'appliquerdeuxfois I'hypothdsed'induction
Ala prdmisseunefois pourrenommeta variable uneseconddois poursubstituer A .
Onpeutalorsappliqueda mémerdgle.

Onremarqueyuela preuveainsiobtenueala mémestructurequela preuveinitiale. Elle utilise
exactemenkes mdmesrdgles dansle mdmeordre (on a simplementeffectuAdessubstitutions
danslesformulesdela preuve) Cetteremarqueserautiliséedansunepreuveultérieure.

Lemme2.3. Sil'on prouve et , alorson peutprouver

Dédmonstration Onddmontrece rdsultatparinductionsurla hauteurdela preuvede

. Le casdel'axiome estimmédiat,la preuvede donnele rédsultat(on a
et ). Pourtouteslesautresdgles)'hypothdsed'inductionappligudeaux prémisseslonne
le résultat.

Lemme2.4. Onpeuttoujoursfairepassedesrégles , , , et (équationdéveloppe-
mentet factorisationd'un point ®xe)apréslesrégles , , et (régledequanti®cation
universelle)De mdme,si 'une desrégles , , , et estavantla prdmissegauche

de la régle (Alimination de I'implication), on peut la faire passeraprés, en modi®ant
dventuellemené preuvedela prémissealroite.

Démonstration Aucunede cespermutationsie posede probldme Examinongarexempldes
casde avec et

- donne

( étantuneexpressiosubstituablé ,et et @Atantdelaformesouhaiepourappliquela
régle .l fautremarquegu'alors et sontaussidela formesouhaie.)
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donne

On peutmaintenanprouverle lemmede réduction:

Proposition. (2.1)Si et sontdeuxtermegel que et ,alorsona

Dédmonstration On peutconsiddrerque serdduitd en une étape,on obtientensuitele
résultatpar inductionsur la longueurde la réduction.Considdronsdoncdeuxtermes et
tel que seréduiseenunedtaped |, ettel que . On construitalorsune preuvede

parinductionsurla hauteurde la preuvede départ.Distinguondes cassuivants gn
regardanta derniérerdgleappliquée:

La dernérerdglenepeutdirel'axiome, carunevariablene serdduitpas.

Sila dernié&rerdgleestparmi , , , , , , , ou (rdglessanscontenu
algorithmique)jl suf®td'appliquerl'hypothdsed'induction dla prémisse.

S'il s'agit de l'introduction de l'implication (), ona et et se
réduitenunedtaped . Il suf®tdoncd'appliquerdnouveau'hypothdsed'induction Ala
prémisse.

S'il s'agit dela régledu plus petit point ®xe( ) (resp.du plusgrand( )), ona
Onpeutalorsdistinguerdeuxcas:

+ avec qui serdduiten une dtaped . Dansce casil suf®td'appliquer
Anouveau'hypothdsed'induction Ala prémisse.

+ . Onaalorsunepreuve de — ,avec non
libredans n'ayantpasd'occurrencendgativedans , etétantvisiblemenndgative
(resp.visiblementpositive)dans . On doit trouverune preuvede

Posondesnotationssuivantes
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Onpeutconsiddrerla preuvesuivantelenrempld@nt par dansle casdelarégle
du plusgrandpoint®xe):

S'il s'agitdel' dliminationd'uneimplication,ona . Distinguondescassuivants

+ Si , serdduisanten une dtaped . Il suf®t d'appliquerl'hypothdse
d'induction Ala prédmissegauchedela régle.

+ Si , serdduisanten une dtaped . Il suf®t d'appliquerl'hypothdse
d'induction Ala prédmissedroitedela rdgle.

+ Si et , la preuvea nédcessairemerta forme suivante:
Dansle morceaule preuvenotd , il nepeuty avoir quedesrédglessanscontenu
algorithmique( , , , , , , , ou ).Onpeutdiminerlesrégles

, , ou .ll sudtdefairedescendrenedunecesrdglessoudesautregdgles
de ( , , , ), puissoud diminationdelimplication ( ) grdceaulemme

2.4.0n obtientainsiunepreuvedela formesuivante

o n'utilise doncquelesrédgles , , et (rdglesdequanti®catiomniver
selle).Onvamontrerquel'on peutserameneaucasou  estvide.Onremarqueue
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commencendcessairemergar l'introduction d'un quanti®cateuet se termine
par I' diminationd'un quanti®cateuConsiddronsla premirerédgled’ dimination
dans . contientdoncla séquencesuivante

Or n'appardtpasdans , donc,enappliquantie lemme2.2,on peuttrouverune
preuve de ayanta m@dmestructureque . C'est-é-direqu'elle
utilise exactemenlkes mdmesréglesdansle m@meordre.Ainsi, on a fait diminuer
lalongueurde  dedeux.Et, encontinuantpntrouveunepreuvede cetteforme:

Ensuiteenappliquante lemme2.3auxpreuves et ,onobtientunepreuve
donnant

On peutfaire la remarquesuivantesur cettepreuve: si  estunepreuvede , Si
serdduiten , alorstoutesles sous-formulesipparaissardansla preuve de :
construiteci-dessuspeuventéire obtenuegpar dessubstitutionsuccessivede sous-formules
ou determeslogiquesapparaissardans . En effet, lors de cetteconstructionpn a ajoutdde
nouvellesformulesdla preuveuniquementiansle casdu point®xe( et , sontjustement
obtenuespar des substitutionsde formules déjA prédsentes)et dansle casde I' @imination
de limplication, par I'application deslemmes2.2 et 2.4 qui eux aussine font appardétrede
nouvellesformulesqueparsubstitutiongle formulesddjdprdsente¢dansle casdulemme2.2,
cetteremarquen'estpasvrai en géréral, maisla formule  Alaquelleon I'applique danscette
constructiorestbiendéjdprésente).

Cetteremarqueserautiliséedansunepreuvedu chapitre4.



Chapitre 3

SAmantique.

3.1 Dé&®nitionet premidrespropri &ds.

Le principe de la notion d'interprétation estd'associerd chaqueformule  un ensemblede
termesdu -calcul.Ondédmontrerajuecetensembleontient'ensembledestermesdetype
Ainsi, on auraénotredispositionun puissanbutil sAmantiquepour prouverles proprid@ésdes
termestypés.

La puissancelecettenotionprovientdela varid@édesinterprtationgossiblepourle quanti®-
cateurdu secondordre.Cesdiffdrentessortesd'interprétationssontdétermirdesparla donnde
d'un sous-ensemble de , qui estdestirdAdtre le domainedanslequelon choisit les
variablesdu secondordre.  désignel'ensembledestermesdu -calcul, quotienébar . Il
n'esteneffet pasndcessairdetravailleravecdesconditionsmoinsfortesquela -équivalence,
puisquetoutesles proprid@dsquel'on dtudiesontcompatiblesivecla -équivalence.

Dd®nition3.1. Donnons-noupour l'instant un sous-ensemble de véri®antes condi-
tionssuivantes

eststablepourl'implication.
eststablepourl'intersectionetla réunion.
contient et

Cetensemblestie domainealevariationdel'interpr dtationdesvariablesieprédicaid'ariténulle.
Pourtout entier , on dé®nitaussile domainede variationdesvariablesde prédicatd'arité
par:

(onadonc )
DA®nition3.2. Ondiraqu'un ddment de estaddquat si

Dé®nition3.3. Uneinterprdtation estdé®nieparla donrdede:
pourchaqueconstanteu variabled'individu

pourchaqueconstantelefonction d'arité .
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pourchaquevariabledeprédicat  d'arité .
Notation: Onnotera ( dtantunevariabledu premierou dusecondordreet  dtant
uneinterprétationpossiblepour ) l'interprétationdd®niepar:

et Si

Notation: Pour et deuxensemblede -termesonnotera
pourtout

L'hypothdse stablepourl'implication signi®equesi et appartiennend |, alors
aussi.

Dé®nition3.4. On étend par induction,la dé®nitiond'une interprétation Atousles termes
logiqueset Atouteslesformulesenposant

(  Atantd'aritd )

De plus,on neconsidderaqueles -interpridtations satisfaisantes dquations du syséme,
c'est-#é-direque implique (Cetteconditionne serautilis@equepourle
lemmede conservatior8.14).

L'interprétationdesconnecteurs et trouvesontorigine dansl'expressionusuelledu plus
petit et du plus grandpoint ®xed'une fonction croissante . En effet, le plus petit (resp.le
plusgrand)point®xede peutdtredd®nicommel'intersection(resp.la rdunion)detousles
véri®ant (resp. ). Onabesoind'unetelle dé®nitioncarelle estfonddemédme
si n'estpascroissantegequel'on nepeutpasmontreravantd'avoir dé®ni !

Commeon va beaucoupnanipulemosinterpmdtationsde2manidrefonctionnelle®,on introduit
la notationsuivante:

Notation: on note la fonction qui & associe ~, olpour

chaque ona,oubien estunevariabledupremierordreet ,oubien estunevariable

deprédicatet

On noteraaussi I'ordre canoniquesur , dé®nipar si et seulementsi
B ~ pourtout

Parexemple ( Aantd'aritd ).

Aveccettenotation,on peutsimpli®era dé®nitiordel'interpr dtationdespoints®xesnposant
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Proposition3.5. Pour touteformule  ettoute -interprétation estadéquate(c'est-d
dire ).

Remarque:Avec cetteproposition la fonction de 'exemple préaddentap-
partienté

Dédmonstration DAmontronserdsultatparinductionsurla hauteurdela formule

Si ", alorspardé®nitionde = " quiestaddquat.

Si , par hypothésed'induction, et sontaddquatsDonc ~ étant
stablepourlimplication, estbienaddquat.

Si . Dans ce cas, pour tout terme est addquatpar hypothése

d'induction, etI'ensemble dtantstablepourl'intersection,on trouveque estbien

addquat.

Si . Danscecas,pourtout addquat( si  estd'aritd ),
estaddquatparhypothdsed'induction,etl'ensemble @tantstablepourlintersection,on
trouveque  estbienaddquat.

Si — 7 (resp. — 7)), commeprédcddemment)interprétation
de , qui estconstruitecommeune intersection(resp.réunion)d' dldmentsde , est

addquate.

Les deuxpropositionsquel'on va dnoncemaintenanaf®rmentia compatibilide la notion
d'interprétationavecla substitution.

Proposition3.6. Pourtoustermedogiques , touteformule ettoutevariable

et

Démonstration Parinductionsurlestermedogiques et &tenduesansdif®culdauxformules.

Proposition3.7. Pourtoutesformules et , etpourtoutevariabledeprédicat d'arité ,

Démonstration Parinductionsur la constructionde la formule et découlantdirectemente
la dé®nitionde l'interprétation(il faut remarqueque estbienune -
interpétationparapplicationdulemme3.5).

Cedernierlemmeestfaux pourla substitutionphysique Toutefois,on peutmontrerle résultat
suivant:
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Proposition3.8. Sipourtouteinterprétation ona = , alorspourtouteinterprétation
, touteformule ettoutevariabledeprédicat d'aritéd ,ona:

Ddmonstration Parinductionsurla constructiordela formule

3.2 Lemmedecroissance.

On va s'intéresserdanscettesection,aux proprid@ésde 'interprétationli desaux occurrences
positivesou négativesde variablesde prédicats.On en déduiraque les connecteurs et
correspondertienrespectivemerdun pluspetit et Aun plusgrandpoint®xe.

Lemme3.9 (lemmedecroissance).Si  est une formule ok  variable du secondordre
d'aritd n'a quedesoccurrencegositiveqresp.négatives)alors pourtouteinterprétation
la fonction estcroissantgresp.décmissante).

Démonstration On démontrele rdsultatpar inductionsur la constructionde la formule
Pendantoutela ddmonstrationpnconsidire et telque (resp. ). Il fautdonc
montrerquepourtouteinterpmdtation , ona

Onnote (onomettra quandil n'y aurapasd'ambiguga).
La ddmonstratioparinductionnousaméne#considirerles cassuivants

~ (resp.mpossible)Onaalors

et ) estconstantelonccroissantet décroissante.

, et n'a quedesoccurrencepositivesdans (resp.négatives). n'a
doncquedesoccurrencesidgativesdans  (resp.positives)et positivesdans  (resp.
négatives)Doncparhypothdsed'induction,  estdécroissantéresp.croissantet
estcroissantgresp.décroissante).

Soit il faut montrerque . Soit guelconqueOn a
(car  estddcroissantet (respcroissantet )). D'oé
etdonc (car estcroissantest (resp.décroissantet

)). Onadonchbien

, et n'a quedesoccurrencegositivesdansF (resp.ndgatives). n'a donc
quedesoccurrencepositivesdans  (resp.négatives)Parhypottésed'induction, pour

tout , estcrmssante(resp décroissante)l découledoncdirectementela
dé®nitiondel'interprétationque  estcroissantgresp.décroissante)ar Si

etseulemensi pourtout ,

. La ddmonstratiorestsimilaire &celle du caspréaddent.
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" ,et n'aquedesoccurrencepositivesdansF (resp.ndgatives). n'a

doncquedesoccurrencepositivesdans  (resp.négatives) Soit , on doit
montrer . Btantdonrde tel que - il sufdtde
montrer ~ . Or, pourtout™ ,ona

(hyp.d'induction)

Doncona
Or commeparhypothdseon a , onendéduit

— T~ ,et naquedesoccurrencepositivesdansF (resp.négatives).
n'a doncquedesoccurrencepositivesdans (resp.négatives).Soit , on
doit montrer . Par dé®nition,on trouve  tel que T et

. I suf®tdoncde montrer
parunraisonnemerdnalogueu précgddent.

, quel'on obtient

Corollaire3.10. Si  estuneformuleod  variable du secondordre d'aritd n'a quedes
occurenceguositiveqresp.négatives)alors pour touteinterprétation , la fonction

estcroissantgresp.décoissante)
Ddmonstration Ce corollaireddcouleimmédiatementiulemmede croissance.

Corollaire 3.11. On déduitdu lemmeprédcddentque i estle plus petit (resp.le plus
grand) point ®xede ( , daritéd , n'ayant que desoccurences
positivesdans ) alors:

- ~ (resp. - )

Ddmonstration Prenonsommedd®nitionde

- - = (resp. - - 7))

Onabienle résultatvoulu. Restedmontrerque  estbienle point®xerechercl

Casdu pluspetit point®xe:si — ona, pardé®nitiondel'interprétation, -
pour tout  véri®ant . Donc pour tout  véri®ant
D'oé si  estunpoint®xede

ResteAmontrerque estun point®xede . D'aprésce qui précdde,et comme
est croissantepour tout  véri®ant ona . Soit
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~— . Pourtout telque ona — .Donc — . Onvient

demontrer:
De pluscomme  estcroissantepn en déduitque . Or
pourtout véri®ant , d'ol\l'inclusion réciproque
Casdu plus grandpoint ®xe:par dé®nitionde I'interpr étation, ~ sietseulement
s'il existe véri®ant et ~ . Donc,enparticuliefsi  estunpoint®xe
de ,ona
ResteAmontrerque estun point®xede . Or, d'aprésce qui précdde,et comme

estcroissantepourtout  véri®ant ona . Btant
donré —, il existe tel que et —.D'oi —.0n
vientdoncde montrer:
De plus,comme  estcroissantepn endéduitque , et puisque

pourtout véri®ant ona:

3.3 Autr espropri &ésli desaux occurrences.

Onva étudiermaintenantes propridtésli deséla prdsencele variablesvisiblemenpositivesou
visiblemenndégativesLa premidrede cespropositionsestutilisdepourle cas del'induction
ordinale(rdgles et ) danslapreuvedulemmedeconservation.

Proposition3.12. Si  estuneformuleod estvisiblemenpositive(respvisiblemennégative),
alors, pourtouteinterprétation ,ona si  v&i®e - (resp. - )
pourtout

Dédmonstration On montrece résultatpar inductionsur la constructionde la formule . Si
estvisiblementpositive (resp.visiblementnégative)dans , onestalorsdansl'un descas
suivants

~ (resp.casimpossible).On a bien
linterprétation .

, par hypothdsesur

ol estvisiblementpositivedans  (resp.ou bien et est
sansoccurrencedans oubien estvisiblementndgativedans et sansoccurrence
dans ). Alors I'nypothdsed'inductiondonne , (resp.I'nypothdsed'induction
donneou bien , OU bien ), d'oile rdsultat.

Si ou , linterprétationde  dtantdd®niecommeuneintersection,
I'hypothdsed'inductiondonnele rdsultatvoulu.
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La propridsuivanteestndcessair@ourle casdesordinauxlimites dansla mémepreuve.

Proposition3.13. Considdonsdeuxfamilles et index@essur un ordinal
dvaleurdans |, la premidre étantcroissantela second@dtantdécoissanteNotons et
lesdeuxdldmentgle  suivants

Considdonsaussiuneformule , unevariablede prédicat  d'arité , et uneinterprétation
.Onnote  pour . Onaalorslesdeuxpropositionssuivantes

1. Si  estvisiblemenndgativedans ,ona:

2. Si  estvisiblemenpositivedans ,ona:

Démonstration Ona et pourtoutordinal . Or, l'unique occurrence
de dans estndgative(resp.positive)si estvisiblemenmndgative(resp.positive)dans .
D'o#, parle lemmede croissance, (resp. ) pourtout
ordinal . Onendéduitlesinclusionssuivantes

1. Si  estvisiblemenmndgativedans ,ona:

2. Si  estvisiblementpositivedans , ona:

On montrel'inclusion rdciproque(c'est enfait elle donton aurabesoin)parinductionsurla
constructiordela formule

Premiercas: onsupposejue estvisiblemenmndgativedans . Ondoit doncmontrer:

Or dtantvisiblementndgativedans , onestdansl'un descassuivants

,avec sansoccurrencelans etvisiblementndgativedans .

Supposongjue . Il faut montrerque . C'est-#&direque

pour tout , On a . Soit guelconque,

dtantsansoccurrencedans , on obtientpour tout , . Donc
pourtout , cequiimplique .D'odlerdsultat

parhypottésed'induction.
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avec sansoccurrencealans

Supposongjue . Il faut montrerque . C'est-#&direque
pourtout - ,ona . Soit - guelconquegna:
Il existedonc telque - .De , ondéduit :
Or dtantsansoccurrencelans ,ona . D'od\le rdsultat.

ou ,  dtantvisiblemenidgativedans . L'hypothdsed'induction
donne:

Or, linterprétationde  dtant dd®niecommeune intersection celle-ci permuteavec
l'intersectionci-dessu®t donnele rédsultatvoulu.

Deuxidmecas: estvisiblementpositif dans . Ondoit doncmontrer:

dtantvisiblementpositif dans , onestdansl'un descassuivants

- .Ona:

estvisiblementpositif dans et sansoccurrencedans . Soit

.1l fautmontrerque . C'est-&direquepourtout :

ona . Soit quelconque. Atantconstantepna
Donc pour tout ,ona . Or, comme , on endéduitque
pour tout . En appliquant'hypothdsed'induction, on en déduit
ou ,  étantvisiblementpositif dans . L'hypothdsed'induction

donne:

Or, linterprétationde  dtant dd®niecommeune intersection celle-ci permuteavec
l'intersectionci-dessu®tdonnele rédsultatvoulu.
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3.4 Lemmede conservation.

Onva montrermaintenante lemmefondamentaproposde l'interprétation:

Lemme3.14. (lemmedeconservatiopPourtouteformule |, toutterme ettoute -interpréta-
tion
Si alors

Démonstration A®ndeddmontrercelemme,on prouveparinductionsurla constructiordela
preuvele rédsultatplus gédréral suivant:

Si et alors

l'induction sefait enregardanta derniérerdgleappliquée.Danstoutela preuve onnotera le
contexte

Sila dernérerdgleappliqudeestl'axiome () :

Le rdsultatestimmédiatcar

Sila derniérerdgleappliqudeestla régledquationnelld ) :

Par hypothése,si , alors . Donc

Sila derniérerdgleappliqudeestlintroduction d'uneimplication( ) :

Alors, par hypothdsed'induction, si I'on choisit , pourtout
,ona — . Donc,pardé®nitiordel'interprétationontrouve
- , d'odle rdsultat.

Sila derniérerdgleappliquéeest!’ diminationd'uneimplication( ) :

Alors, par hypothdse d'induction, si I'on choisit , On a
- - et — . D'oi le résultat,car par dé®nitionde

linterprétation, — —

Si la derniére régle appliquée est l'introduction d'un quanti®cateu¢du premierou du
seconcbordre)( ou ):

et nonlibredans
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n'étantpaslibre dans , on apourtouteinterprétation et pourtouteinterprétation
possiblepour . Donc, pourtout ,ona
- - .D'olh — ~

Si la dernidve régle appliquée est ' dimination d'un quanti®cateudu premierou du
seconcbordre)( ou ):

Alors par hypottése d'induction, si I'on choisit , On a
. Donc, en appliquantla dé®nitionde I mterprétatlonet le lemme
3.60u3.7,0n obtient -~ , d'oile résultat.

Si la derniérerdgleestle développementu la factorisationd'un point ®xe(aussibien
avec quavec )( , , ou ) lerdsultavientdel dgalidsuivante

Ce rdsultatédtantvalableaussibien avec . En effet, pour toute interprétation , si on
note:

ona:

Or, d'aprésle corollaire3.11, estle plus petit point ®xede (le plusgranddansle
casde ).D'oW

On endéduitalorsquela prémisseet la conclusionde la rédgle ont m@meinterprétation
(cequi donnele rdsultatcherch#), enutilisantle lemmede substitutior3.8.

Si la derniére rdgle appliqude estcelle du plus petit point ®xe( ) (respdu plus grand
point®xe( )):

 lardgle (resp. ) n'éantapplicablequesi  n'est paslibre dans , n'a pas
d'occurrencendgativedans et estvisiblementnégative(resp.visiblementpositive)
dans

Onsedonneunefois pourtoutes etonnote:

Parhypothésed'inductionet  n'dtantpaslibre dansle contextepna pourtout :
- . C'est-#direque:

pourtout ettout ona ()
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Deplus,onsaitque estle pluspetit(resp.le plusgrand)point®xede , doncil peut
dtredd®niparinductionsurlesordinauxenposant

(resp )
- ~ (resp )
dtantcroissantejl existeun ordinal  @partir duquella collection préaddenteest
constanteOnaalors:
Or, onveutmontrerque - — — ,cestadireque
Pourcela,onvaprouverparinductionquepourtoutordinal ,

+ Cas :onabien carcomme estvisiblemenndgativgresp positive)
dans ona (d'aprdsla proposition3.12).

+ Casd'induction: on supposejuepourtoutordinal ,ona .On
déduitde (i) .Or donc .De
plus, d'aprdsla proposition3.13,on a . Donc,ona
bien

3.5 Interpr étation pleine, interpr étation classique.

Dé®nition3.15. Onobtientl'interprétationusuelle quel'on appellerapleing pour:

Dd®nition3.16. De la mdmemaniére,on obtientl'interprétationdite classiquesnprenant

Proposition3.17. Il estimmédiatquecesdeuxsous-ensemblete véri®entesconditions
destabilitArequises.

Notation: Dansle casdel'interprétationclassiquepn notera:

pour

Onva montrerquecettenotiond'interprétationclassiquecorrespondxactemenaux moddles
pleinsdela logiqueclassiquelu secondrdreutilisantle -calculpourinterpréterlestermesdu
premierordre.Pourcela,on associghchaquenterprtationclassique , un modéle classique
plein (lesvariablesdu secondordresontinterprdéesdans ) quel'on notera  et,que
I'on dé®nitpar:

pourtouttermelogique .
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pourtoutevariablede prédicat

d'aritéd
On dé®nitalorsla satisfactionclassique quel'on note , par inductionsur la for-
mule . A®nd'all@gerlesdécriturespnnotera I'ensembledesn-upletsdetermes
v&i®ant — . La satisfactiorclassiqueestalorsdé®nieainsi:
- ssi
SSi entrdne

ssipourtout ,

ssipourtout :

SSi

o SSI

Bien que cettedd®nitions'en rapprochepn ne peutpasdire qu'elle corresponddun modéle
classiqueausuel,carlesconnecteurs et nesontpasusuels Pourvraimentseramenerdune
sAmantiqueclassiqueil suf®tderemarqueuel'on peuttraduireles points®xesen formules
usuelleeenutilisantla proprid@suivante:

Proposition3.18. Ona lesdeuxéquivalencesuivantes

- SSi

SSi

(Cesdeuxéquivalenceserontmontdessyntaxiquemerdans!'appendiceB).

Démonstration
Pour le plus petit point ®xe, par dé®nition - - ~ est
équivalentd: pourtout : - — entraéne”
Cecis'écritaussi - -
Or, lacondition - — estpardd®nitiondquivalente: pourtout
- - - entradne” . Cetteconditionpeutdoncs'décrire
Au total, on a obtenu: - - ~ sietseulemensi

.Cequi estexactementa dé®nitionde

Pourle grandpoint ®xe pardé®nition

si etseulemensi -7 - . Cequi estédquivalent

Dansle casdesvariablesde prédicatsd'aritdnulle, cettedd®nitionconvientencorell suf®tderemarquegue
I'ensembledes0-uplesestun singleton.Alors, si l'on notel'unique O-uple? ©, l'interpr &tationd'une variable
d'ariténulle estsoit , soit . Etl'on obtient si etseulemensi . Doncsil'on note
et , linterprétationd'une variablede prédicatd'ariténulle estsoit , soit , etl'on a si et
seulemensi
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Ail existe tel que - = et ~ , et peut
s'écrire - -

Commeprdaddemmentpn obtientle résultatvoulu car la condition
- - estédquivalented

Dé®nition3.19. Dd®nissongar inductionla traductionsuivantesur les formules,qui envoie
lesformulesde notresysmedansdesformulesde la logiquedu secondordreusuelle(sans
et ):

Enutilisantcettetraductionpnmontrela propositiorsuivantequirelievraiment'interpr étation
classiqueetlesmodélesplein:

Proposition3.20. Pourtouteinterprétationclassique  ettouteformule ,ona:
Ssi
Dédmonstration On véri®ed'abord Ssi parinductionsurla formule

En effet, les seulscasnontriviaux sontles casdespoints®xes qui découlentde la proposition
3.18.

Rested prouver ssi , parinductionsur la constructionde la formule
On utiliserala cohdrencede l'interprétationclassique ) Atraversl' dquivalence
suivante pourtoutterme , si etseulemensi
De plus,on dé®nitunebijectioncanonique de dans par:
tq
~ estéquivalenté B qui par dé®nitionde  , estéquivalent
A " . D'ode résultat.
ssi pour tout , pour tout , ona . Or,
linterprétationclassiquedtantcohdrente ceciestéquivalenté ou
Cequi parhypothdsed'induction estédquivalenté entradne
si etseulemensi pourtout , .Onaalorsle résultatvoulu

parhypottésed'induction.

si et seulemensi pourtout : . Cequi par
hypothdsed'induction estédquivalen@épourtout :
Onobtientle r@sultatvoulu carl'application estunebijection.
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—  (resp. ) sietseulemensi:

(resp. et ).Or, ceciestdquivalent:

(resp. et ).Lacondition - (resp. ) estédquivalenteparhypothdse
d'induction, A& (resp. ). D'odle rdsultat.



Chapitre4

Théordmed' -rdésolubilitéd

Onvamaintenans'intéresseauxpropridédsdestermesypdsrelativesdla normalisationOnne
peutpases@reravoir depropriddsgdrdralesde normalisatiorforte, ni m@mede normalisation
faible,carl'on typedestermesdela forme quinesontpasnormalisables.

Onpeutparcontres'intéressedla résolubiliddestermedypds,etmdmedla -rdsolubilid(pas
de dand'arbre deB&hmduterme,cf appendiced).

Cettepropridéestinddpendantele la partie premierordredu sys#éme.On va doncconsiddrer
le sysmepropositionnekous-jacenfqui estun sous-sysdmedu sysémecomplet).De plus,
le lemmede réduction(cf chapitrel), aussibien quele lemmede conservatior{cf chapitre2)
restentvalablesdansle sysémepropositionnelOn remarqueaussiquesi untermeesttypable
dande sysémecompletalorsil esttypabledande sysémepropositionnelPourcela,il suf®tde
remplacerdansla preuvetouteslesformulesatomiques ~ parunevariablepropositionnel

(I'application dtantunebijectiondel'ensembledetoutedesvariablesdeprédicats
dansl'ensembledesvariablesde prédicatd'ariténulle).

4.1 Uneautre notion d'interpr étation !

Onva construireuneautrenotion d'interprétation,et par un choix addquatde , on l'utilisera
pourmontrersousquellesconditionsestermestypéssontrésolubleu -résolubles.

DA®nition4.1. On dé®nitlesdeuxensemblegletermessuivants:
rédsoluble

avecpourtout

Lemme4.2. Ona alorslesinclusionssuivantes

Dédmonstration Eneffet, si , alors . Ainsi pourtoutterme (résoluble
ounon),ona , donc . D'oWhla premireinclusion.
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Lesdeuxinclusionssuivantesontimmédiatesellesdécoulente

Pourla derniére,prenons , et prenons : estrésolubledonc aussi,
d'odle rdsultat.

D&®nition4.3. Ondéd®nitalorslesensemblesuivants

Dé®nition4.4. Onappellera -interprétationl' interprdtationdd®nieenprenant'ensemble
dé®nici-dessuspourlimiter l'interprétationdela quanti®catiomlu secondrdre.

Proposition4.5. La  -interprétationvéri®eles conditionsrequisespar la dé®nitiors. 1.

Dédmonstration  véri®ebien la stabilithpour l'intersectionet la rdunion,et contientbien
et . Parconstructiontout didmentde estclos pourla -équivalencePour ddmontrerla
stabilithde I'implication, considdonsdeuxddments et de etdistinguonsalorslescas
suivants

Si ,ona , Qui estadéquat.

Si et ,ona , Qui estadéquat.

Si et ,ona , Qui estadéquat.

Si et , onalesinclusionssuivantegd'aprésle lemme4.2) :

4.2 Lemmedu quotient.

Proposition4.6 (lemmedu quotient). Si  fournit une notion cohérente d'interprétation, si
estunerelation d'@quivalencesur qui estcompatibleaveclintersection,la réunionet
I'implication, alorsla notionde -interprétationestcompatibleavec

Pourdtreplusprécis,leshypottésesiulemmedu quotientaf®rmentjuel'on aunedéquivalence
véri®antesconditionssuivantes

Pour toutesfamilles et d'ddmentsde , si pour tout on a
, alorsona:

et

Pourtoutesparties , , et de ,si et ,alorsona:
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La conclusiondu lemmeestquesouscesconditions si I'on sedonnedeux -interprétations
et véri®anpourtoutevariable |, , alorspourtouteformule ,ona:

Démonstration On démontrece rdsultatparinductionsurla constructiordela formule

Si , le résultatestimmédiat,carparhypothése
Si ,ondéduitdel'hypothdsed'inductionque et
Ainsi, la compatibilidde'implication donnebien
Si , I'hypothdsed'induction donnepour tout Aldment ,
. Ainsi, La compatibiliddel'intersectiondonnebien
Si (resp. ), cepoint®xepeutdtreconstruitparinductionsurlesordinaux,en
posant
resp. et resp.
et
resp. et resp.
Il suf®talorsde montrerquepourtoutordinal ,ona . Or, onabien
etsil'on a pourtoutordinalinférieurd , ondéduitdel'hypothdsed'induction
que , ondéduitalorsdela compatibiliddela réunion(resp.de
l'intersection)que

Danscesconditions,on peutparlerd'une interprtationquotientassociant chaquevariable
uneclassed' quivalenceOn peutappliquercerdsultatdla -interpdtationdd®niedla section
précddente En effet, on peutmontrerla propositionsuivante:

Propositiord.7. Lestrois ensemblesuivants : et , constituent
unepartition compatibleavecla notionde -interprétation.

Démonstration La compatibilidde l'intersection (resp.de la rdunion)découledu fait que
tout Aldmentde  contient  (resp.estinclusdans ). Doncuneintersectionestvide si et
seulemensi I'un desdldmentsestvide (resp.unerdunionestpleinesi et seulemensi I'un des
ddmentest ).

La compatibilidde I'implication résultedulemme4.2.

Dé®nition4.8. Une interpidtationquotient  peut &tre dd®niecommeune valuationdesva-
riablessur'ensemble , la valuation d'une formule @tantd@®niepar induction
surla constructiordela formule

estcalcuBen utilisantla tablesuivante:




46 CHAPITRE4. THPORAVIED' -RASOLUBILITA

Notation: Onnote  l'interprétationquotientassoade# , enposant
si etseulemensi

Onaalorsla propridésuivante
Proposition4.9. Pourtouteformule ettoute -interprétation , ona:

si et seulemensi
si et seulemensi

si et seulemensi

Démonstration C'estunecongdquencalirectedulemme4.6 et dela proposition4.7. Enfait,
il sufdtde véri®erquenosréglesde calcul corresponderthienau calculsurle quotient,ce qui
neposeaucunprobldme.

CettesAmantiquehtrois valeursn'estpasseulementechniquepn peutlui donnemun2sens®.En
considdvantla partition qui réunirait et , on obtiendraitl'interprétationclassiqueAinsi,
danscettevaluation, repmsentde fauxclassiquetandisque et sontdeuxvaleurspourle
vrai classiqueEnfait, cesdeuxvaleursdistinguentespectivemengsformulestintelligemment
vraies®dutype? ° etles@ndgationglufaux® comme? °. Onremarqueussi
quele calculde  estdécidableavecunecomplexiddu médmetype quela décisiondu calcul
propositionnetlassiqug , ok  estle nombrede variablesdistinctes(libresou li des) dans
le pire descas).

4.3 Condition derdsolubilitd

A®n d'examinersi un termetypd est résoluble on va étudier sousquellesconditions!'in-
terpétationd'une formule est ou . Pourcela,il suf®td'utiliser l'interprdtationquotient
dé®nigprédcddemment.

Dé®nition4.10. On dé®nitle deg@propre d'une formule  notde de la manére sui-
vante: soit  linterprétationquotientvéri®ant pour toute variable , on pose
alors:

Dé®nition4.11. Ondiraqu'un séquent eststrict si et
Si pour

Théordme4.12. Sil'on prouveun séquenistrict ,alors estrésoluble.
Démonstration Considdrons l'interprétationvéri®ant pourtoutevariable . Le

séquen@tantstrict,onapourtout , . Doncpardd®nitiordudegépropreetd'aprés
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la proposition4.9 ci-dessuspn a .D'oiA . Le lemmedeconservation
donnealors . Le sAquentdtantstrict, on déduitde que :
d'oi

4.4 Condition d' -rdsolubilitd

Considdronslesdd®nitionssuivantes

Dé®nition4.13. On diraqu'uneformule  esthééditairementstricte si et seulemensi pour
toutesous-formule de ,ona

Lemme4.14.Si et sontdeuxformuleshdr@ditairementstrictes,alors estaussi

hérédditairementstricte.

DAmonstration Soit , alors toute sous-formule  de  est, ou bien une

sous-formulede et danscecason a , ou bien dela forme

oA estunesous-formulede . Pardd®nition, Si et seulementi

(  dtantlinterprétationquotientdd®niepar pourtoutevariable ). Or,
dtanthdm@dditairemenstricte,ona .D'oé

Or, dantunesous-formulele ,ona .1l enrésulte

Thdordme4.15. Sil'on prouve , etsitouteslesformulesapparaissantansla preuve

sonthéréditairementstrictes,alors est -résolublg(cf appendiced).

Démonstration A®nde prouverque est -résolublejl suf®tde ddmontremue pour
toutentier (cf appendice). Montronscelaparrécurrence.

Notons la propriédiésuivante il existeuneddrivationde donttoutedesformules
sonthdéditairemenstrictesjmplique .Onabien car . Montronsque
implique . On considdre une dérivationde donttoutesles formulessont
hééditairemenstricte.

On déduit de cette hypottéseque le squentconclusionde la preuveeststrict. Donc  est
rédsoluble(cf 4.12). serdduité . Parle thdodmede réductionon
prouve . De plus,enutilisantla remarquedela ®ndu chapitrel, on trouvequedans
cettepreuvetoutesles formulessontdessubstitutiongde formulesapparaissardansla preuve
originale.Toutedesformulesapparaissamtanscettepreuvesontdonchémdditairemenstrictes.

De surcrdit,au coursde cettepreuve,on a ndcessairemenypdlestermes , , . Onpeut
doncappliquen'hypothésed'induction, et on trouveque pour .Ainsiona
bien , par dé®nitionde

4.5 Casdu plus grand point ®xeseul.

Danscettesectionpnvaconsidirerle sysémesande pluspetitpoint®xe( ). Onrestreindonc
I'ensembledesformules ainsiquelesréglesdu syséme . Touslesrdsultatsiu chapitre2 restent
valablesPourle chapitre3, il enestde m@meensimpli®aniun peulesconditionsrequisegar
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la dA®nition3.1.En effet, il devientinutile de supposeque , carl'ensemblevide n' était
utilisdquepourla constructiorparinductiondu plus petit point ®xe.On va constatequecette
petitediffdrenceadegrandesonsdquencesurlesconditionsderdsolubilidetd’ -résolubilié

On peutdéd®nirune notion d'interprétationcohérentesimilaire Acelle du ddbutde ce chapitre
enprenant

On peutalorsdémontrella propositionsuivante:

Proposition4.16. Pourtouteformule  ettouteinterprétation , ona sietseulement
si l'une desdeuxconditionssuivanteestvévi®e:

1. lavariable la plusédroitedans estlibre et

2. peuts'écrire , et dantrespectivememesvariableslesplusédroite
dans et

Démonstration On démontrece rdsultatparinductionsurla constructiordela formule

Si ,ona si etseulemensi . D'ole rdsultat.
Si ,ona si etseulemensi (eneffet, si , alors
ona et , d'ol ). On peutdoncappliquer'hypothdse

d'induction & , ce qui donnele rdsultatcar la variablela plus ddroite dans estla
variablela plus &droitedans

Si ,ona si etseulemensi pourtout , . Onpeut
alorsappliquer'hypothdsed'induction pourtrouverle résultatcherch

Si ,ona si etseulemensi . On peutdistinguerdeux
cas: si  estlavariablela plusédroitedans , alors vé&i®ela deuxidmecondition;
sinonl'hypothdsed'inductionappliquded donnele rdsultatvoulu.

Corollaire4.17. Sil'on prouve ,etsi  nevéri®epasla condition2 dela proposition
4.16,alors estrésoluble.

Démonstration Considdronslinterprétation dé®niepar pour toute variable
Parhypothdse, nepeutvéri®eraucunedesconditionsdela proposition4.16.0ntrouvedonc
. Commepour le thdodme4.12, on trouvepar le lemmede conservation

D'o

Théordme4.18. Sil'on prouve , aucuneformuledansla preuvene contenantune

sous-formulede la forme oA estla variable la plus & droite dans , alors est
-résoluble.

Dédmonstration La preuve est analogueé celle du thdodme 4.15 en rempld&nt la pro-
pridtdd' érehdrdditairemenstricteparcelleden'avoir aucunesous-formulelela forme
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od estlavariablela plusédroitedans , etenutilisantle corollaire précddentdla placedu
thdordme4.12.

La conditioninterdisantesformulesdela forme ol estlavariablela plus&droitedans
estnécessaireEn effet, on peutextraireun termenon-mdsolubledela preuvesuivante:

Onremarqueinenettediffdrencentrele pluspetitetle plusgrandpoint®xedupointdevuedela

rédsolubiliddestermedypdés.Pourle plusgrandseul,il suf®tdevéri®emuneconditionsyntaxique
extrdmemensimple,alorsquepourle pluspetit,la conditionestéquivalenteencomplexiééla

décisiondu calculpropositionnetlassiqueEnfait, on auraitlesmémesprobdmesavecle plus

grandpoint ®xesi I'on avaitajoutdun quanti®cateuexistentieldu secondordre? ° dAla

logique

Voici un exemplede typaged'un termenon-msolublequi montreque pour le plus petit point
®xeunerestrictiondu mémetype quepourle plusgrandnesufdtpas:

Avec , estsansoccurrencelans etn'a pasd'occurrence
n@gativedans .
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Chapitre5

Typesde donndes.

5.1 Exempleset construction detypesde donndes.

Laconstructiord'un typededonrdesreposesurle choixd'un ensembleesymbolesiefonction

guel'on appellerdesconstructeurslutype( et pourlesentierspu et pourleslistes).

Cesconstructeursontatyp@és®, c'est ddire quepour chaqueargumentde chaqueconstructeyr
onchoisituntype de donrdesddjadé®ni,oubienondécidequ'il s'agitd'un paranétreinductif

(dutype quel'on estentrain de dé®nir).Dansle casdeslistesd'entiers,le premierargument
de estun entier(type déjadé®ni)tandisquele secondestinductif. On obtientainsice que
I'on appelleunealgdbrede termesmulti-sortes.

Les typesde donréesainsi construitscouvrentla plupartdesbesoinsen programmationOn
peutfacilementescontruiredans , endé®nissantensembledes@ldmentsiutypecomme
le plus petitensemblelos parsesconstructeurslean-LouiKrivine a pu dé®nirunenotionde
typede donrdessAmantiquegui couvretotalementesalgdbresdetermesmulti-sortes.

Cettenotion de type de donrdessdmantiqueest trdsimportante car c'est elle qui au travers
desrésultatdu chapitre3, assurda correctiondesprogrammegxtraits,indédpendammerdes
rédsultatsie normalisation.

Ce quenousapportongde nouveauavecl!'utilisation du plusgrandet du plus petit point ®xe
conjugud, c'est une classede type de donrdesplus large, permettanid'utiliser desdonrdes
in®niesyoir desnotionspluscomplexegellesquelessuitesbinairesin®niesn‘utilisant qu'un

nombre®nide?21°. De plus, cestypesde donrdesvéri®entencorela dé®nitionsdmantiquede
type de donrdes(ldgdremenmodi®e),assuranainsila correctiondesprogrammes.

Nousallonscommencece chapitreavecdesexemplesllustrantcommentpetit, Apetit, on peut
dlagir la notion de type de donrdes.Nous montreronsensuitecommentdé®niret utiliser la
notiondetype dedonrdesdans pourjusti®era correctiondesprogrammesEnsuite hous
traiteronse casdesstreamsgui metbien en dvidencde mécanismele la preuve En®n nous
dé®nironsinetréslarge classaletype de donrdesvéri®anta dé®nitionsémantique.
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5.1.1 Destypesité@ratifs aux typesr@cursifs.

Lesentiers: On choisitdeuxconstructeurs d'aritédnulleet d'aritédl, I'argumentde
dtantinductif (c'estédire dutypeentief quel'on estentrain de dé®nir).La formule qui
dé®nitlesentierspeutalorsétre:

Cetteformuledd®nitbienlesentiersentantquepluspetitensemblelosparlesfonctions
et .

Leslistesd'entiers: Onsedonnedeuxconstructeurs, d'ariténulle et d'aritd2, le
premierargumentde dtantde type entiertandisquele secondestinductif. On peut
alorsdé®nircetype parla formulesuivante:

Le probldmede cesdé®nitions c'est qu'elles conduiseniaux types itératifs tels les entiers
de Church. Chaquepasde récurrencesur I'un de cestypesestalorsen tempslindaire,avec
entreautrecommecongquencel absencede préddcesseuen tempsconstant Une solution,
proposAeparMichel Parigof22], estd'utiliser destypesinductifs Onobtientalorsuned@®nition
dumémeensemblemaiscommele pluspetitpoint®xede la fonctionqui clot un ensemblgpar
lesconstructeurslu type.

Dansle casdesdeuxexemplegpréaddentspn obtient:

Pourlesentiers:

Pourleslistesd'entiers:

Revenonsurle senslecettedd®nitiordande casdedistes ConsiddrondaformuleAparanétres
suivante

Sil'on ®xeunprédicat d'aritd , le prédicaf® ° estle pluspetitprédicatqui contient
, etqui pourtout Aidment detype etpourtoutdldment de contient

Laformule (qui s'écrit ) peutalorsétrevuecommele pluspetit prédicat
tel que , Oubienencorecommele pluspetit point®xedela fonctionqui
associgunprédicat d'aritd le prédicat

Il estalorsfacile devoir quela formule estbienl'ensembledeslistesd’entiers.|l suf®t
eneffet d'it derla fonctionprécddentedpartir del'ensemblevide pours'enconvaincre.
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5.1.2 Versdesdonndesin®nies.

Maintenantguesepasse-t-ikil'on utilisele plusgrandpoint®xe? Unecourter& exion montre
quel'on obtientles mdmeslistes plus les 2listes in®nies®(commurdmentappeesstreams.

Pourobtenirrédellementes streamsjl suf®tde supprimere constructeur . On obtientalors
la formule suivantepourlesstreamsi'entiers:

De la mdémemaniérequepourleslistes,sil'on considdrela formule:

Laformule (quis'écrit ) peutalorsétrevuecommele plusgrandprédicat
tel que , Ou bien encorecommele plus grandpoint ®xede la fonction
qui associegdun prédicat  d'aritd le prédicat . Il s'agit bienldde I'ensembledes

streamsl'entiers.

Un autreexempleconsisteen unerepmsentatiordeslistesin®niesde etde . Onsedonne
deuxconstructeuranairesnductifs: et , quiajoutentrespectivemenin ouun aud@but
d'un streamParanalogie)a formule suivantedd®nities suitesin®niesde etde

Unequestiors'impose: sachantjuedanscetteformuleil y ddeuxparanétresinductifs,quese
passe-t-iki on utilise deuxpoints®xes?

Sionutilisedeuxplusgrandspoints®xespnobtientle m@metype. Si onutilise deuxpluspetits
points®xespnobtient(commeavecunseul)le typevide (dufait del'absenced'un constructeur
sangparanétreinductif). Mais quesepasse-t-iki on alterneun plus petit et un plusgrandpoint
®xe?

En fait, on a quatrepossibilis qui sontsemblablesleux # deux en échangeanie rdle des
constructeurdDeux possibilidsréellementiffédrentesontdonc:

ennotant:

Quedé®nissentestypes?

Ptantdonrdsdeuxprédicats et , le prédica ° dd®nit'ensembledestermes
quis'dcrivent ou ,
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Sion prendle plus grandpoint ®xeen , enlaissant constantpon obtientl'ensembledes
termess'dcrivant : et ous'dcrivantcommeunestuitein®niede |, terme
guel'on notera

Puis, si on prendle plus petit point ®xeen de cet ensemblepn obtientles termesqui
s'écriventcommeune suite ®nied'applicationde termesde la forme : au
terme . Cecicorresponditouslestermesqui necontiennenpasunein®ni@éde . Ainsi,
estle typedessuitesbinairesin®niesn'utilisantqu'un nombre®nide 1.

Inversementsi on prendle plus petit point ®xeen , enlaissant constant,on obtient
I'ensembledestermess'écrivant : et

Ensuitesionprende plusgrandpoint®xeen , onobtientlestermesyui s'écriventcommeune
suitein®nied'applicationdetermesdela forme : .Donc  estle typesdes
suitesbinairesin®niegqui utilisentunein®nitdde  ( qui neseterminentpasparunein®nitdde

).

Le mdmegenrede ddmarchesur les arbresconduitaux typesdesarbresin®nisdont tousles
cheminsvont un nombre®nide fois Adroite, ou bien ceuxdontles cheminsvont un nombre
in®nidefois Adroite, etc.

5.2 Typesde donndeset programmation.

Danscettesection,on va donnerune dé®nitionsAmantiquede la notion de type de donrdes
et on va montrer que cette dé®nitionsuf®t pour assurera correctiondes programmesOn

montreradanslessectionssuivantegjuelesformulesdé®nieenutilisantla méthodeprédsende
informellementi-dessusatisfontcettedd®nition.

A®ndeformaliserla notiond' &idmentsi'un typededonrdes , onva utiliser l'interprdtation
classiquécf chapitre3). Rappelonsjuel'interpr étatiorclassiqueorresponéuxmodélespleins
dela logiqueclassiqueadu secondrdrequi utilisentle -calculpourinterpréterlestermesDu

fait de cetteanalogie pn appellerassouvenimodéle desinterprtationsclassiques.

Dd®nition5.1. Si I'on se donneune interpdtationclassique et une formule Aune
variablelibre dé®nissantin type de donrde, 'ensembledes@ldmentsdu type dansle modéle
,quel'on notera , sera'ensembledestermesdu -calcul véi®ant

Autrementdit, ona

La notion de type de donrée seradonc lide Aune interprtationclassique  (Les formules
dé®nissanestypesn'ayantqu'unevariablelibre, la notionde type de donndene dépendraen
fait quedel'interprétationdesconstructeurslu type).

A®n de justi®erla correctiondes programmesJa notion de type de donnde doit imposer
unecontraintesur lestermesdu type . On va imposercettecontraintepar une proprié@éde
linterprétationpleine OnestconduitAproposera dé®nitonsuivantedueAJean-Louikrivine :

Il nefautpasconfondrdestermesdetype (quel'on obtientparunepreuve)etles @ddmentsiutype .Dans
le casdestypesde donndesin®niesnousverronsqu'il y aunedifférence.
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Dd®nition5.2. Ondiraquelemoddle  estintentionnepourle typededonrdesD dé®niparla
formule Aunevariablelibre (dupremierordre)si etseulemensi pourtouteinterprétation
pleine , coBncidanavec surlestermesdupremierordre,ona:

si etseulemensi et

La dé®nitionci-dessusestrelative Al' dquivalence . Dansla dé®nitionoriginale,la -équi-
valencedtait utilisée. Celane suf®tpaspour les typesde donrdesin®nies Nousutiliseronsla

-Aquivalencéce qui pour les typesde donrdes®niesne changerien, puisqueles deux équi-
valencesoBncidensur lestermesnormalisables)On pourraitaussiparlerde type de donrées
A -dguivalencerds.(cf annexeA pourla dé®nitionde ceséquivalences).

Montronsmaintenantommentettedd®nitionjusti®ela méthodede programmation

Proposition5.3. Considdonsun langagecompenantun symboledefonctionn-aire satisfai-
santun ensemblel' &quation . Considonsunterme tel que:

Sil'on considde unmoddle  intentionnebpour et ,etsil'on considde termes
Aldmentsespectifglestypes , alors estund@dldmendutype
et (Cecisigni®gque estbienuntermecalculantla fonction
).

Démonstration Considdronsuneinterprtationpleine coBncidanavec  surlestermesdu
premierordre.Parle lemmede conservatior{3.14),on trouve:

Considdrons termes Admentsrespectifdestypes . Par dé®nitionde
linterprétation,ontrouve:

Cequidonne:

Or,  dtantintentionnelpour , ontrouve:

et

Cela ne suf®t pas encoretout & fait. En effet, supposonsjue I'on veuille programmerun
ensemblele fonctions dé®niessur destypesde donrdes (chaquetype
dtantun ensembleletermes) Supposonaussiquepourchacunelesfonctions , on ait obtenu
unterme dutypevouluenutilisantleséquations satisfaitegarlesfonctions .La
propositionprécdddenteassurejuele terme  calculebienla fonction  #&conditiond'avoir pu
construireunmodéle , intentionnelpourchacurdestypeset satisfaisankes dquations .
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Enfait, on montrefacilementquesi I'on aun modéle de cesédquationsausensusueldu terme
(linterprétationd'un symbolede fonction n'est dé®nitque sur les type de donrées),alorson

peuttoujoursl' &tendredl'ensembledetousles -termesAconditionqu'aucundestypesnesoit

réduitdun seuldldment(un tel type satisfaitl' équation qui ne peutéiredtendue
A ) ([11] p153-155).

Il fautfaire deuxremarquesui illustrentla diff drenceentrelestypesin®niset ®nis:

Dansuntypedonrdesin®niesjl n'y aquedesstructuresécursivespuisqu'elless'expri-
mentavecdestermesdu -calcul. Parexemple)es dldmentdu typeastreamd'entiers®
correspondeniniquemenauxlistesin®niesetrécursivesl'entiers.

Pardd®nition,il y a bijection entreles dldmentsd'un type de donrdes et lestermes
appartenangélinterprétationde , maisl'ensembledestermesde type  (ceux que
l'on peutextraire d'une preuve)est seulemeninclus dansles dldmentsdu type. Par
exemple pour dé®nirle moindrestreamil faut ajouterun constructeuet deséquations
(pourle streamdesentiersépartirde , on prendun constructeur véri®ant

). Ainsi, il estimpossiblede typertousles dldmentsd'un type de donrdes
in®nies.

Celarestevrai quelquesoit I'ensembled’ dquationgjuel'on sedonne En effet, on peut

typerlesdeuxtermesyui exprimenta bijectionentrelesstreamsl'entiersetlesfonctions

totalesdesentiersdandesentiergcettebijectionassociéunstreamafonctionqui associe
Aunentier I'entier quisetrouvedlaposition dande stream)Or, lesfonctionstypables
sontexactementesfonctionsprouvablementotalesdans!'arithm étiquedu seconcbrdre

[11]. Lesstreamgypablessontdoncexactementeuxqui correspondendcesfonctions,

tandisqueles Aldmentglu type streamsonttousles streamsécursifs.

5.3 Lesstreams.

Avant d'attaquerle casgéréral qui estassezzomplexe,nousallons caracériserles modéles
intentionnelgpourla dé®nitiondesstreamsdonrée dansle chapitre2. Cetexemplepermettra
demieuxcomprendrdée m@canismealela preuve.

Onrappellequelesstreamsi'objetsdetype  sontdé®nisparla formulesuivante:

Proposition5.4. Si estintentionnelpour le type , Lesdeuxpropositionssuivantessont
équivalentes

1. estintentionnelpour
2. Pourtoustermes et telque et ,ona

Démonstration Commertons par prouver(1) implique (2). Supposonde modéle  inten-
tionnel pour et . Choisissongleuxtermes et tel que et . Choi-
sissonsuneinterprdtation coBncidantivec  surles termesdu premierordre.On a alors

et . D'oW\ par dé®nitionde l'interprétationde la formule
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: .Or,  dtantintentionnelpour , on endéduit

Montronsmaintenant2) implique(1). Choisissonsineinterprétation coBncidanavec  sur
lestermesdu premierordre, et véri®ani(2). DA®nissons parinduction:

pourtous -termes et .

ssipourtout ordinal , 1| existe tel que :
, et
Ssi pourtoutordinal
Montronsque Ssi . Notons

, etcommeronsparprouver:

ssi et avec et
Pour l'implication gauchedroite, supposongjue , et choisissonsine -
variable n'apparaissanpaslibre dans . Dé®nissons par Sssi :
, et .Notons
Pour tout et , ona . Donc
. D'oi . Par dé®nitionde , on
obtientalors et avec et .Or,
n'‘apparaissarpaslibre dans , de on déduit .D'odle
résultatattendu.
Pourle sendroite-gauchesupposons : :
et . Choisissons etnotons
Soit . On doit montrerque
Mais avec et . Ainsi, on obtient
, quiimplique .Onobtientalorsle résultat
voulu car
Onendéduitdonc . Ainsi, la dd®nitionde  correspondicelledu plusgrand
®xeparinduction.On obtientdoncbien Ssi
De la mdmemanire,on peutdd®nir parinduction:
ssi pour tout ordinal , Il existe tel que avec
et
Ssi pourtoutordinal
Parunepreuvesimilaire,on obtient ssi
Maintenant,pour prouverla proposition,il suf®tde montrerque Ssi et

. Onobtientcerdsultaparla successiodeslemmessuivantsgontontrouveraa preuve
aveccelledu casgénéral:

1. (lemme5.12)Onmontre si etseulemensi
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2. (lemme5.14)Onendéduit implique . Celadécouledela dé®nitionde
, Il suf®tde montrerparreccurenceue implique . On utilise (2)
uniguemenpourmontrercelemme.
3. (lemmeb5.15)On prouvealorsque estclospourla -équivalence.
4. (lemme5.16) On déduitimmédiatementlesdeuxlemmespréaddentsgue Si
etseulemensi et , d'olle résultat.

5.4 Construction formelle destypesde donndes.

Danscettesectiononva exposeformellementa méthodeutiliséeauddbutde ce chapitrepour
construireuntypede donrées.

On supposeque I'on a déjA ddmonté que le moddle  était intentionnel pour les types
(cf dé®nitions.1). A partir de cestypes,on va dé®nirun nouveautypede donrdes

Commeonl'a vu danslesexemplegpréaddentspn peutdd®nirce typede donrdesen utilisant
le plus petit point®xe e plusgrand,ou mémeun mélangedesdeux.

Pourformalisercela,on sedonnele rang du type qui estle nombrede points ®xesutilisés.
Onsedonneaussi pourindiquerrespectivemergile -dmepoint ®xeest
un plus petit point ®xe( ) ou un plusgrandpoint ®xe( ). Danscettenumérotation
despoints®xespn conviendraguelindice corresponcudernierpoint®xedcalculer(le plus
Agauchedansla formule).

Ondoitdonneraussiesconstructeurslutype: . Pourchaqueconstructeur , ondoit

donnersonaritd , et si elle estnon nulle, on doit donnerle type de chacundesarguments:
pour .Biensur,  estsoit , soitl'un destypesdedonrdes  d&jAdé®nis.

De plus,si , on sedonneun entier (pourindiquer@quel niveauce

parandtreinductif serali dparun point®xe).

Onpeutmaintenanécrirela formulequi dé®nitcetype.Pourcela,onsedonne variablegle
prédicatd'arité : . Pourchaqueconstructeur d'aritd , ondé®nitaformule
dela maniéresuivante:

avec Si et Si
On dé®nitalorslesformulessuivantegparrécurrence

Onpose:

Pour avec , ONPOSE:
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Pour avec , ONPOSE:

Laformule qui dé®nitle type  estalors:

A®n de bien mettreen placeles notations appliquons-leshdeuxtypesdé®nisau débutde ce
chapitre:

Pourlesstreamsd'entiers

+ : unseulpoint®xe.

+ : c'estun plusgrandpoint®xe.

+ : : un seulconstructeud'aritd .

+ . le premierargumentde  estunentier

+ A : le secondargumentestinductif, c'est Adire du typequel'on estentrain
deda®nir

+ : ceparandtreinductif estli dparle premieretle seulpoint®xeintervenant

dansla constructiordu type.

Pourle typedessuitesbinairesn'utilisantqu'unnombre®nide ( ):

avec:
+ : deuxpoints®xes.
+ et > un plusgrandpuisun pluspetit point®xe.
+ : et : : deuxconstructeursl'aritd .
+ : lesargumentgle cesdeuxconstructeursontinductifs.
+ et . le premierparandétreinductif estli dparle premierpoint ®xe,

le seconddtantli dparle secondpoint®xe.

Onvamaintenantalculerdes dldmentsiutypededonrdes , dansuneinterprtationclassique
. Pourcela,construisongesensemblesuivants

Si Si
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Si et

Si et
Onmontrealorsle lemmeetla propositionsuivantes
Lemme5.5. Pourtout , pourtout etpourtoutmoddle ,ona:

estédquivalentd

Démonstration Onrappelleque:

avec Si et Si
Donc,pardé®nitiondelinterprétationclassique, si etseulemensi
pourtoustermes : — - pourtout , entrane -

Cequi donnebienle rdsultatvoulu, vue la dé®nitiondesformules

Proposition5.6. En utilisant les notationsintroduitesci-dessusl'ensemble desdldments
dutype estégal@d

Dédmonstration On rdalisecettepreuveparinductionsurla constructiorde . Oncommence
parmontrerque:

Pardé®nitionde l'interprétationclassique, — - estédquivalent

A pourtout ,
pourtout , entraine

Donc, en utilisant le lemme 5.5, ceci est dquivalenta : pour tout , pour tout
- , entradne . Cequiestédquivalené appartienéla réduniondes :
qui estexactementa dé®nitionde

ResteAmontrerquesi :

alorsla mémeproprid@éestvrai pour . Ceciddcouleimmédiatementliesdé®nitionsde et
,car estconstruitcommeun pluspetitou un plusgrandpoint®xede , etla dé®nition
de estexactementtinterprétationde ce point®xe.
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Corollaire5.7. Pour , onpeutaussidd®nir  dpartir de par inductionsurles
ordinaux,dela manie suivante

Si , on pose

Cettesuiteestcroissantedoncconstantedpartir d'un ordinal , etona

Si , onpose

Cettesuiteestdécoissantedoncconstantépartir d'un ordinal  , etona

Dédmonstration Dansla preuvede la propositionprédaddente,on a vu que
correspondail'interprétationd'une formule ,les  dtantlesinterpridtationsde variables
positives.Cecimontreque  estunefonction croissantgcf lemmede croissance.9). Cela
justi®eles constructiongi-dessugdé®nitionparinductiondespoints®xes).

Corollaire5.8. Si estunddmendutype dansle moddle |, alorsil existeunconstructeur

etdestermes tel que ettel que

Démonstration Pardé®nition , Si , il existeun constructeur etdes
termes tel que Si et Si
On montrealors par inductionquesi , Il existeun constructeur etdes
termes tel que:

Si

Si avec

Si avec

Onvientdemontrerle cas . Supposonsetteproprid@vrai pour etmontrongqu'elle

restevrai pour . Pourcela,il suf®td'utiliser le fait que  estun point®xede

Le cas donnealorsle résultatvoulu car

Onvientde montrerquela constructiorde  correspondienaucalcul des@idmentsdu type
. Deplus,leslemmesetcorollairesprécddantsnontrentquela constructiorde  correspond
biendla constructionntuitive rdalisdesurdesexemplesianda premidresectiondecechapitre.
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5.5 Addéguation de la construction.

Danscettesectionnousmontronsyu'il estfacile decarac#ériserlesmodélesintentionnelgpour
le typededonndes ainsiconstruit.Pourcela,on dé®nitla notionde modéle syntaxiquement
intentionnelpourle type

Dd®nition5.9. Ondiraquele moddle  estsyntaxiqguemenintentionnelpourle type — si et
seulemensi pourtoutconstructeur dutype etpourtoustermes telque
(cequi signi®eque sontdestermesdu bontypepourle constructeur ), ona

Tout aulong de cettesection,on va développeiun certainnombrede lemmeset de dé®nitions
a®nde ®nalementdmontrerles thdodmess5.17 et 5.18 qui af®rmentqu'un moddle  est
syntaxiguemenintentionnelpour le type  si et seulemens'il estintentionnelpour le type

(sousreserveque  soitaussiintentionnelpourlestypes intervenandansla
dé®nitionde ).

Pourcela,oncommencearsedonneunmoddle  quelconquest uneinterprtationpleine
coBncidanavec  surlestermesdu premierordre.Puis,on dé®nitlesfonctions

suivantes
ssiil existeun entier etdestermes tel
que:
+
+ ( n'étantpaslibre dans )
+ Pourtout , si (type dAAdAR®NI),
+ Pourtout , si (parandtreinductif),
Si et
Si et
Onmontrealorsleslemmessuivants
Lemme5.10. Pourtoustermes et ona:
Ssi
Démonstration Commertonspar montrerque
o Ssi

Montronsd'abordle sensdroite-gauchelel' équivalence

Supposons , on doit montrer . Soit
et v&ri®ant pourtout .
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Pardé®nitionde l'interprétation,on doit prouver . Pardé®nitionde
on trouve destermestel que , ,
- avec Si et Si . On en déduit,
par dé®nitionde . Or, ona,
. D'ole résultat.

Montronsmaintenante sensgauche-droitele!' quivalence

On suppose . Choisissons de la manidre
suivante soit variables n'apparaissanpaslibresdans et . Onpose Si
etseulemens'il existeunentier etdestermes tel que:
( n'détantpaslibre dans )
Pourtout , si (type ddiAda®ni),
Pourtout , si (parandtreinductif),
Pardé®nitiordel'interprétationpna pourtoustermes , véri®ant
pourtout , . Or, pourtoustermes , VA&ri®ant
pourtout , ona . Donc, Par
dé®nitionde . Donc, on obtient . D'odAil
existeunentier etdestermes tel que:
( n'étantpaslibresdans )
Pourtout , si (type ddiAda®ni),
Pourtout , si (parandtreinductif),
Or, et non libres dans impliquent

. Donclesconditionsci-dessusmpliquebien

Il resteAmontrerqui si

SSi

Alors la m@meproprid@estvrai pour .

Or, ceciestimmédiatcarla formule  estun point ®xe,et carla dé®nitionde  @partir de
corresponaxactemendl'interprétationde ce point®xe.

Corollaire5.11. Pour , on peutaussidé®nir  Apartir de , par inductionsur
lesordinauxde la maniéve suivante:
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Si , ON posepour tout

Cettesuiteestcroissantegdoncconstantedpartir d'un ordinal

Si , On posepourtout

Cettesuiteestdécoissantedoncconstantedpartir d'un ordinal

et

et

Démonstration cettedd®nitioncorrespondila dé®nitionparinductiondespoints®xes.

Lemmeb.12. Pourtoutterme ona:

SSi

Dédmonstration On montre ce rédsultatpar induction sur la constructionde et .On
et

commencepar prouverquesi I'on prend

véri®anpourtout :
Ssi
alorsona:
Ssi
Ceciddcouledela dé®nitionde  quiimplique:
existeunentier et terme tel que:
Pourtout , si :
Pourtout , si :

Or,  dtantun type de donrdeset vuesles conditionssurles
Ail existeunentier et termes tel que

Pourtout , si ,
Pourtout , si ,

Cequi corresponexactementhla dé®nitionde

etles

ResteAddmontremparinductionquesi souslesconditions(i) ona:

SSi

si etseulemensi il

, ceciestéquivalent

alorsla m@meproprid@estvrai pour . Pourle ddmontreyon utilise lescorollaires5.7et5.11,

qui af®rmenque:
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Si (resp. ), onpeutposerpourtout
resp.

resp.

Cettesuite estalorscroissantgresp.décroissante)joncconstantedpartir d'un ordinal
et
Si (resp. ), onpeutposer.

resp.
resp.

Cettesuite estalorscroissantgresp.décroissante)joncconstantedpartir d'un ordinal
et

Il suf®talorsde montrerparinduction,quepourtoutordinal ona

Ssi
Or, le cas esttrivial etle casd'inductiondécoulede I'nypothdsesur et
Lemme5.13. Brant donrde , pour toustermes et , ona
si etseulemens'il existeun entier etdestermes
tel que:
( n'dtantpaslibre dans )
Pourtout |, si (typeddiAdé®ni),
Pourtout , si et (paramétre inductif),
Pourtout , si et (paramétre inductif),
Démonstration Pour , cetteproprid@écorresponddla dé®nitionde  puisqueon n'a
jamais . Supposonmaintenantjuecetteproprid@estvrai pour etmontrongju'elle
estvraipour .  dantdd®nicommeun point®xede (aussbienpour quepour
.),ona . Donc, en appliquant
I'hypothdsesur , ontrouve si et seulemens'il existeun entier et
destermes tel que:
( n'éantpaslibre dans )
Pourtout , si (type ddiAda®ni),
Pourtout , si et (parandtreinductif),

Pourtout , si et ,
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Pourtout , si et ,

Cequi donnebienle rédsultatvoulu.

Lemme5.14. Sile moddle  estintentionnelpour lestypes intervenantdansla
dé®nitiorde ,et,si  estsyntaxiguemenhtentionelpourle type , alors:
Pourtoustermes et entraine et

Démonstration Supposonge moddle  intentionnelpour les types et syntaxi-
guementintentionnepourletype .Montronsparrécurrencguepourtoutentier etpourtous
termes et |, entradne (cequi correspondila dé®nitionde ). Lecas

découledu fait quela -Aquivalencesstl' quivalenceriviale. Supposonsnaintenant
quele cas estv&i®A Enappliquanie lemme A ,ontrouve si etseulement
s'il existeunentier etdestermes tel que:

( n'éantpaslibre dans )
Pourtout , si :
Pourtout , si :

Les dtantdestypesde donrdes(hypottédseque  estintentionnelpour cestypes)et par

hypothésed'induction, on trouve pour tout . Or, par hypothédse,on a
(en utilisant le lemme5.12 si ou bienle fait que  soit intentionnelpour Si
). Donc, dtantsyntaxiquemenintentionnelpour le type , on trouve
. Commeon a déjA , on trouve bien
Lemmeb.15. Pourtoutterme , estclospourla -équivalence.

Dédmonstration Pour démontrercela, on va montrer pour tout entier la propridté

suivante Pourtous Si estclospourla -équivalencepourtout
ettoutterme , alors estclospourla -@quivalencegourtoutterme .
Onveutdoncddmontrer . Montronsd'abord . Soit véri®ant
clos pour la -équivalencepourtout et tout terme . Soit trois termes et
véri®ant et . Pardé®nition,il existeun entier etdestermes
tel que:
( n'étantpaslibre dans )
Pourtout , si (type ddiAda®ni),
Pourtout , si (parandtreinductif),
De plus, par dé®nitionde la -équivalence, avecpourtout

.Or ainsique sontclospourla -équivalenceDonconabien
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Il suf®t de montrermaintenangue implique . Supposonsionc et
choisissons v&ri®ant clospourla -équivalencepourtout et
toutterme . Enappliquante corollaire  , ontrouve:

Si , On posepourtout

Cettesuiteestcroissanteloncconstantehpartird'un ordinal , et

Si , On posepourtout

Cettesuiteestdécroissantéloncconstantepartird'un ordinal , et

Or et sontclospourla -équivalencedonc'hypothdsesurles et donne
clospourla -équivalencepourtoutordinal etpourtoutterme . D'oéle
résultat.

Lemme5.16. Pourtoustermes et , sile moddle  estsyntaxiquemerihtentionnelpour le
type ets'il estintentionnepourlestypes intervenantansla dé®nitiorde , on
a:

Ssi et

Démonstration le sensgauche-droitele I' dquivalenceddcouledirectementdu lemme5.14.
Pourle sensdroite-gauchesupposons et . Ontrouveunterme et
parle lemme5.14 on obtient etainsi . Or, parle lemme5.15, estclos
pourla -équivalenceDonconabien

Ceslemmespermettentle ddmontrele thdodmesuivant:

Thdordme5.17. Sile moddle  estintentionnelpour touslestypes  intervenantdansla
constructionde ets'il estsyntaxiquemenntentionnelpour , alorsil estintentionnelpour

, C'est@dire que pour touteinterprétation coBncidantivec  surlestermesdu premier
ordre,ona

SSi et

Démonstration Cethdo@meseddmontresimplemenparla suited' dquivalencesbtenuepar
leslemmes.10,5.16,5.12tlapropositiorb.6: Onchoisitunmoddle  véri®anteshypottéses
du thdodmeet uneinterprtation coBncidanavec  surles termesdu premierordre.On
obtientalors:

Aquivalenta (par5.10)
Aquivalenta et (par5.16)
Aquivalenta et (par5.12)

Aquivalenta et (par5.6)
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Thdordme5.18. On peutddmonter la récipoquedu thdodmeprdaddent: Sile modile  est
intentionnelpour  ainsi que pour touslestype  intervenantdansla constructionde
alorsil estsyntaxiquemenntentionnelpour

Dédmonstration Soit un moddle  intentionnelpour tous lestypes  intervenantdansla

constructionde  ainsique pour . Soit un constructeurdu type , et des
termestel que ( sontdestermesdu bon type pour le constructeur ).
Soit , et . De on déduit

pourtouteinterpitation coBncidanavec — surlestermesdupremierordre.
Or  estintentionnelpour , onendé@duitdonc



Chapitre 6

Réglesddrivéeset optimisations.

En utilisant notre systdme, on s'apeii®it rapidementgue I'on a besoind'utiliser desrdgles
dérivédespouralldgerles preuvesOn remarqueaussiquelesprogrammesissoadsAcesrégles
dérivédesne sontpasceuxattendust peuvensouven@treamaliords.

Danscechapitre ponva étudierun certainnombrede cesrédglesdérivéeset pourtoutescellesqui
le ndcessitentpn donneraun contenualgorithmiqueoptimisAdla rdgle.ll faudraalorsmontrer
quel'on préservde lemmederdductionlemme2.1)etle lemmedeconservatiorflemme3.14)
dontdécoulentouslesautresrdsultats.

6.1 La rédcurrencemutuelle.

Proposition6.1. Soit  une variable de prédicat. Soit formules oila variable est
visiblementpositive (resp.visiblementnégative).Soit — uneexpessionsubstituableA
od n'a quedesoccurencesositivesSoit uncontexteolh n'estpaslibre.

Sipourchaque ontrouveunterme telque:

Alorspourchaque, ontrouveunterme tel que:

- -~ (resp)

Démonstration A®ndeddmontrercetterdgledérivée,notons la formulesuivante(oidl'on a
choisitlesvariables™ nonlibresdansesformules ):

Onmontrealorsquepourtout , ontrouveunterme tel que:
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On trouve parinductionsurla longueurde la branchedroite de la formule . Si  est
visiblementpositivedans , onestdand'un descassuivants

~ . Danscecas,ontrouvefacilement -

. Parhypothésed'induction, on trouve Il suf®talorsde
prendre -
. De lam@memanire 'nypothdsed'inductiondonne  pourlaformule . II
suf®talorsde prendre -
Donc,sil'on note , onobtient:
D'oW:
Ainsi:
D'oen®n
Respectivemensi  estvisiblementndgativedans , , , on obtientla mémepreuve

simplemenenchangeanka dé®nitionde par:

6.2 Optimisation de la récurrencemutuelle.

En regardanun peula réductiondestermesextraitsde la preuvepréaddente on s'apei®it,
qu'd -équivalencerds,ona:

Donc, pour optimiserla régle précddentejl suf®tde sedonnerdespoints®xesde récurrence
mutuellequel'on notera , obdissantsla rdglede réductionsuivante:

La régledela récurrencenutuellepeutalorss'écrire:

(resp. )
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Avec:
unevariabledeprédicat,

, , , formulesoila variable estvisiblementpositive (resp.visiblement
nédgative).

uneexpressiorsubstituabléd oA n'a quedesoccurrencepositives.
uncontexteolh n'estpaslibre.

L'extensionde la preuvedu lemmede réductionet du lemmede conservatiome poseaucun
probldmepourcetterdgle, touteslespreuvegestentrdssimilaires.

6.3 Régledespoints ®xessimultands.

L'utilisation dela régleprdcddentecorrespona@l'utilisation d'uneseuleinductionpourmontrer
plusieurgproprid@ds,cequi corresponcuniveaudesprogrammegdesfonctionsmutuellement
récursives.

Dualementpn peutaussiintroduireplusieurspoint ®xesen médmetemps.C'est Adire quel'on
peutfaire deuxrécurrencegn mémetemps,par exemplepour prouverune propriété
Apartirde et . Celacorrespondia régleddrivéesuivante

Proposition6.2. Soit des variables de prédicat. Soit une formule ol chaque
variable  estou bien visiblemenindgative,ou bien visiblemenipositive.Soit — ,
—  desexpessiongespectivemergubstituablesd . De plus, on supposegque
n'a quedesoccurencespositivesdans , et aucuneoccurencedans  Si . Soit
un contexteod ne sontpaslibres.Soit , les formulesdé®niespar
— — si estvisiblemenndgativedans , oubien - T si
estvisiblemenpositivedans

Sil'on trouveunterme telque:

Alors,ona:

Démonstration Cetterdgle dérivée esten fait beaucoupplus facile &prouverqu'éénoncer
Notons:

De I'nypothdse

ondéduit(parsubstitutiorde &  pour ):



72 CHAPITRE6. REGLESDARIVPESET OPTIMISATIONS.

enutilisant fois la factorisatiordu point ®xe,on obtient

Cequi donnealorsle résultatvoulu enappliquania rédgledu point®xe(surla variable ).

Cetterdgle ne nécessitepas d'optimisationet on déduit donc directementde la proposition
précddentda rdglesuivante

Avec:
: desvariablesde prédicat.
uneformuleoh , ,  sontvisiblementndgativesou visiblementpositives.
— , , — desexpressionsespectivemergubstituable@

n'a quedesoccurrencepositivesdans etaucuneoccurrence&lans  si

uncontexteod nesontpaslibres.
, ., , formulesdé®niepar — — si estvisiblemenmdgative
dans ou — — si estvisiblementpositivedans .

6.4 Plusgrand point ®xeavec?inclusion®.

Onddéduitdela rdgledela récurrencenutuellela régleddrivéesuivante:

Proposition6.3. Soit  unevariablede prédicatd'arité . Soituneformule odla variable
estvisiblemenpositive(resp.négative) Soit ~— uneexpessiorsubstituableéd ok n'a
guedesoccurencesositivesEtsoit uncontexteod n'estpaslibre.

Sil'on prouve:

(resp. = — - 7))
Alorsontrouveunterme tel que:

(resp. )

Dédmonstration Posons et - - - — . Onaparhypothése(en
prenant )

Pourappliquera rédgledela récurrencenutuelle,il suf®tdetrouverunterme tel que:
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Or, nayantquedesoccurrenceposmvesdans sil'on prouve , ontrouve

tel que - (Ia preuvede cetterdgle dérivée classique
estlaissdeau soindu lecteur).On a (enrenomman#éventuellemeriesvariables™ si ellessont
libresdans ou ):

Donc,ontrouve telque:

Puis, par la régle de factorisationdu point ®xe et par deux introductionsd'implication, on
trouve:

Dansle casdu pluspetit point ®xe,la preuveestsimilaire.

6.5 Optimisation desrdéglesde points ®xesavecinclusion.

Cetterdgle fait encoreintervenirune -équivalence le terme estun -édquivalentde
lidentitd Le termeextraitautotal dela rédgleest

Pouroptimisercetterdgleet seddbarrassete cette -dquivalencenutile, il suf®td|ntrodwre
unenotiond'inclusionetdel'utiliser pourremplacet'hypothdse — - - , ce
qui permetgenfait, de considdrerque estdecetype.

Pourutiliserl'inclusion, on doit é&tendreun peule systéme:

6.5.1 Extensiondu sys@meavecl'inclusion.

Onautorisd'utilisation d'inclusionsdelaforme — dansuncontexte Aucuntermedu
-calculne seraassodd@cesinclusions.En pratique,on utiliseracesexpressiongjuelorsque
l'une desdeuxformules ou seraatomique.

Lestrois réglesmanipulantesexpressionsont:

Régledelinclusion ( ).

régledu plus petit point®xeavecinclusion( )
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régledu plusgrandpoint®xeavecinclusion( )

Lesdeuxderniéresrdglesdtantsoumiseaiux mdmescontraintesjue et

6.5.2 Justi®cationsdesr dgles.

Pour étendrele lemmede conservatiordu chapitre3, il suf®tde considdrer uniqguementes
interpitations qui véri®entles inclusionsprédsentesiansle contexte.C'est Adire que si

- estprésentalele contexte pn neconsiddreraquelesinterprtations qui véri®ent
pourtoustermes-

Ceci permetde justi®erla régle  (c'est Adire de prouverle casde dansla preuvedu
lemme parinductionsurla dérivationdu séquent) Pourjusti®er et , Il n'y aenfait pasde
modi®catiordapportedla preuve En effet, le point®xeestconstruitparinductionordinal. Or,
il estimmédiatquetout aulong de cetteconstructiori'inclusion hypothéserestevéri®de. (par
exemplepourle pluspetit point®xe,on partdel'ensemblevide, eton approchde point®xeen
croissantdoncon véri®etoujoursl'inclusion).

Une secondechosed véri®erestle lemmede réduction,et entout premierlieu la réduction
du redex. |l suf®t de remarquerqu'aucunerdgle d'inclusion ne peut séparerl'introduction
et I' dimination de l'implication. En effet, le morceaude preuve séparantces deux régles
commencear unerdgledontla formule principalecontientuneimplication et seterminepar
une conclusionqui contientune implication. Or, une régle d'inclusion ferait ndcessairement
appardtreuneformule atomique gt 'on ne pourraitjamaisfaire réappartreuneimplication.
On ne peuteffectivementpasappliquerdeuxfois de suitela rdgled'inclusioncarunevariable
de prédicatne peutapparditrequ'une fois dansuneinclusion (Acausede la restrictionsur le
contextedanslesréglesde points®xes).

Le seconcpoint Avéri®erestla réductiondu point®xe.La preuveestla mémedun détail prés:
il fautremarqueguesil'on aunepreuvede:

avec nonlibredans n'ayantpasd'occurrencendgativedans , etétantvisiblemenndégative
(resp.visiblementpositive)dans . Alors onaunepreuvede m@mehauteurde:

O\ - T et — . Pourcela,il suf®td'utiliser les mémesrégles,
dansle m@meordresaufpourlesinclusions,qui sontrempla®@espar desdé@veloppementdu
point®xe.
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6.6 L'ultime régle.

On peutaussiutiliser l'inclusion avecles deux rdglesdérivéesprécddentesDe plus on peut
fusionnercesdeuxréglespourn'en faire qu'un seule:

Avec:
, , desvariablesde prédicat.
Pourtout , onchoisit
, , desformulesavecpourtout aumoinsunedesvariable libre dans
Si , alorspourtout ,  estvisiblementpositiveou sansoccurrencelans
Si ,alorspourtout ,  estvisiblementndgativeou sansoccurrencelans

- —  desexpressionsespectivemergubstituabled

n'a quedesoccurrencepositivesdans , etaucuneoccurrencelans  si

uncontexteolh nesontpaslibres.
., , formulesdé®niepar —  — (resp. ) si (resp. ).
., , Iinclusionsdd®niepar - Si ou —

— si
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Chapitre 7

Applications.

7.1 Le crible d'Eratosth éne.

7.1.1 Dd®nitionde 'algorithme.

Danssaversionla plus dépouillde,le crible d'Eratosti#neutilise un tableaun®nirepmsentant
touslesentiersnaturelssupérieursou dgauxddeux.On rayealorstouslesentiersnonpremiers
dela man#éresuivante: On ddmarreavecun pointeursurle premierentierdela liste (2), eton
rayetout sesmultiples. Puis,on avancele pointeurjusqu'aupremierentiernon rayd, donton
rayetouslesmultiples,etc. Enitdrantce processugl'in®ni, lesentiersqui ne sontpasrayés,
sonttouslesnombregpremiers.

Onpartdela liste desentierssupdrieursé :

Onrayelesmultiplesde

7.1.2 Programmation du crible.

Pourprogrammete crible d'Eratostiéne,on va utiliser un streamde bool@ens, , Indi-
quantsile n-idmeentier(c'estédire ) a@d@raydonnon.On partdoncdu streamcontenant
uniquemente booldenvrai, et on termineavecun streanmvéri®ant si etseulemensi
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estpremier enappliquant'algorithme préaddent.

Lesformulesdd®nissaries streamsiebooldenset lesentierssont(cf chapitre5) :

On commencgarprogrammete streaminitial  necontenantjuele booldenvrai. L' équation
de est:

Et parunepreuvesimilaireécelledu streamdesentierssupdrieursou dgauxad  (cf chapitre2),
ontrouve:

Onvaalorsécrirela fonctionqui prendunentier etunstreandebooldens etqui passeifaux
unbookdensur . C'estcettefonctionqui vapermettrederayerlesmultiplesdel'entier . Pour
cela,on va utiliser unefonctioninterm@diairedtrois variables gt cesdeuxfonctionsobdiront
auxdquationsuivantes

on supposeddjd extrait un programmepour la fonction calculantle préddcesseud'un
entier On extraitalorsun programmepourla fonction d'unepreuvede:

Pourcela,on appliquela régledu plusgrandpoint ®xeet quelquesntroductionsd'implication,
etsousleshypothédsessuivantes

il resteAprouverla formule:

Or, parapplicationde la rdglede ddveloppemendu point ®xeet par dliminationd'un quanti®-
cateursurl'hypothdse , ontrouve:

Enutilisantla régled' dliminationd'un quanti®cateyil suf®tdoncde prouver:

et
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Posons

Il suf®tde montrer pour . Or, en utilisant I'hypothdse , apés
développemendu point ®xeet Aliminationdu quanti®cateyon trouve:

Il suf®tdoncde montrer et
Montronsd'abord , C'est-adire:
Posons

enutilisantles dquationsil resteAmontrer:

Orona : etdonc , doncenutilisantI'nypothdse
ontrouve puis
Montronsmaintenant . Ensupposant

etenutilisantles équationsil restedmontrer:

Or,ona : et , doncenutilisantI'nypothdse:

ontrouve puis:
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Enrdsumanta preuve on aobtenu:

avec

On obtientalorstrédsfacilement

On peut maintenantse donnerles dquationsdu crible en appliquantd I'in®ni la fonction
précddente

Onobtientparunemdthodedentique:

avec:

etaussi:

7.1.3 Extraction du streamdesnombrespremiers.

Rested extrairele streamde tous les nombrespremiers.Ici, on rencontreun problédme: on
ne peutpastyper unefonction prenanten entrde un streamde booldenset rendantun stream
d'entiers correspondanéla positiondes dansle streamd'entrde. En effet, cette fonction
appligudeau streamne contenangjuedes , n'est pasdé®nie car par dd®nitionun streamest
toujoursin®ni.

En fait, si I'on type le streamdesnombrespremiers,la preuvedoit contenirune preuvede
I'existenced'une in®nidde nombregpremiers.En con’guenceunetelle preuvene peutétre
simple.

Onvaproposedeuxméthodegpourrdsoudreeprobldme Lapremireutilisel'un desexemples
duchapitre5 : lessuitesdebooldenscontenantinein®nidde  dé®niespar:
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ennotant:

L'existenced'une in®nit de nombrespremiers,nous assureque le programme
gue l'on a obtenuprécddemmentpeut étre considd@d de type . I sufdt
alorsde dé®nirlesfonctionssuivantes

et d'extrairele streamdesnombrepremiersentrouvantdeuxprogrammesespectivemende
type et

Pourcela,prouvons sousleshypothdsessuivantes

Sousceshypothédsespn obtient:

Etdonc:

En appliquanttrois introductionsd'implication, la régledu plus petit point ®xeavecinclusion
etla factorisationrdu plusgrandpoint ®xe,on obtient:

avec

De |& on trouvesansprobldme:

Cetteméthodemontreuneutilisationintéressanteestypesutilisantplusieurspoints®xes Par
contre,elle ale d&fautd’ étre particulidreaux streamsOn va prédsentetuneméthodebeaucoup
plus géréralepour séparer'extraction de programmede la preuvede totalité: la méthodedu
constructeumuet Cetteméthodeconsistedajouterautypeunconstructeuunaire , et Adé®nir
le type parun plus grandpoint ®xe.Ce nouveauconstructeuestmuet,caron I'ef facerapour
lire la valeurdu résultat.
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Onobtientainsile typededonrdes  suivantpourlesstreamsi'entiers:

On peutalorsextrairele streamvoulu épartir d'un streamde booldens Al'aide deséquations
suivantes

On obtientsansprobldme:

evec

Et ontrouveainsicetterepmsentatiomiu streamdesnombregpremiers:

7.2 Typagedesfonctionsrécursives.

7.2.1 Uneautrereprésentationdesentiers.

A®n de montreréquel point la méthodedu constructeumuet est gédrérale, on va I'utiliser
pourlesentierset prouverqu'ainsion peuttypertouteslesfonctionsrécursivepartielles Cela
prouvequecetteméthodesdparde typagede la preuvedetotalité

Onsupposeu'il y adanse langageuneconstante etdeuxsymbolegdefonctionsunaires et
. Consid&ronsle type suivantpourlesentiers:

Cetterep@sentatiomlesentiersdiffdrede'habitudepardeuxaspects

Il 'y aunein®nithde repmdsentationpour chaqueentier(aussibienau niveaudestermes
logiquesquedestermesdu  -calcul).Celaestinhdrentédla méthodedu constructeumuet.

De plus, si I'on quotientecetensemblepar ' dquation , On n'obtient pasl'en-
sembledesentiersmaisunensemblejui contienttouslesentiersstandards :
plusunein®ni@d'entiersnon-standards ou .Onreconn@tldlesentiers

paresseufenidenti®ant et . Celaestinhdrentdla mdthodedu constructeumuet
appligudedun type de donrdes®niescaron remplacde plus petit point ®xeparun plus
grand.
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7.2.2 Dé®nitionpar dguation desfonctions.

A®n de programmeiles fonctionsrécursivespn doit les dé®nirpar deséquationsOr, toute
fonctionrdcursivepeutdtreconstruiteparinductionépartirde , etdesprojectionsgnutilisant
la composition)a récurrenceu le schdma- .

Il suf®tdoncde montrercomment'on peutdd®nirchacunde cesschdmaspardeséquations.

La constante nendcessitaucunedquation.

La fonctionconstantadgaled estdé®niegparl’ dquation

Lesprojectionssontdé®niesparl' dquation

Si estdé®nigparcompositiord'unefonction d'aritd avec fonction d'arité , on

choisit:
Si daritd estdd®niepar récurrencapartirde  (casinitial) et , on ajouteun
nouveausymbolede fonction  d'arité et on choisitles dquationssuivantegqui

corresponderdunedd®nitiorfterminale®dela récurrence)

Si  daritéd estdé®niepar applicationdu schdma- & , on ajouteun nouveau
symboledefonction d'arité eton choisitles@guationsuivantes

|l estfacile devoir que,modulol' quation , cesscldmaspermettenbiendeconstruire
toutesles fonctions récursivespartielles. Plus précisAment# une fonction  dé®niepar un
ensembled' dquations en utilisant les schrdmasprédaddents,on peutfaire correspondraine
fonctionrécursive enposant si etseulemensi:

Cettedd®nitionestbien fonddecar les dquationsjuel'on a choisiessontcompatiblesavecla
relationd' dquivalencesngendde par I' dquation . De plus, nos schdmasont bien la
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correspondancattenduec'est Adire, quesi  estdd®nieen utilisantles dquationgroposdes
ci-dessugpouruncertainscrdma,alors peutétredé®nigparceschdma.Ceciprouvebienque
I'on peutdé@®nirtouteslesfonctionsrécursives.

Le seulpoint nontrivial estla récurrencegarcommeon le verraéla ®nde ce chapitre,on est
oblig&de prendreuneforme de récurrenceerminalepour les dquationsce qui ne correspond
pasimm@diatemen#la dé®nitionusuelledela récurrence.

On va maintenanimontrerque l'on peuttyper . C'est-Adireque @étantd'aritd , on peut
trouveruntermedetype:

Pourcelail suf®tdetyperchacurdesschdmasutilisésdanda dé®nitionde . Lesseulsschdmas
qui posentprobldmesontle schdma- etla récurrence.

7.2.3 Typagedu schdma- .
Supposongjue est dd®niepar sctdma- A partir de  (voir dquationspage précddente),

Supposonsjuel'on adéjdobtenuunepreuvepour

Commertonsparchercheunterme  extraitd'une preuvede:

Pourobtenircettedernérepreuve,il suf®td'utiliser la régle dérivée dite du plus grandpoint
®xeavecinclusion(cf chapitre6), c'est-A-diredetrouverunterme tel que:

avec:

Or, sousleshypothdsessuivantes

onobtient,enutilisantles dquationsid®nissana récurrence
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Et donc,sousceshypothédseona:

D'oW:

avec:

7.2.4 Typagedela récurrence.

Supposonsjue estdd®nieparschdma- Apartirde et . Supposonsjuel'on a déj@obtenu
deuxpreuvespour et

Commertonsparchercheunterme  extraitd'une preuvede:

avec:

Pourobtenircettedernérepreuve,il suf®td'utiliser la rédgle dérivée dite du plus grandpoint
®xeavecinclusion(cf chapitre6), c'est-A-diredetrouverunterme tel que:

avec

Or, sousleshypothdsessuivantes
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onobtient,enutilisantles dquationsid®nissana récurrence

Donc,sousceshypothdsespna:

D'oW:

avec

7.3 Le probldmedelardécurrence.

Pourquoidoit-t'on écrire le schrdmade récurrencesouscetteforme ? En fait, la réponseest
simple.Danssaformenaturelle Ja dé®nitionde parrécurrenceéhpartirde et s'dcrirait:

Or, la deuxéme Aguationpeut conduired une fonction nontotale.En effet, dd®nissons de
cettemaniére:

si estdelaforme ou

Lafonction correspondhla deuxidmeprojection,eneffaéantsi possibledeux auddbutdu
rédsultatOr, sil'on utilise dansunerdcurrence, n'estpasunefonctiontotale.En effet, sil'on
considdrel'entier non-standard dé®niparl' dquation ,ona:

ce qui nedonnejamaisun ddmentdu type , car neproduitqu'un seul alorsque en
nécessiteleux.



Chapitre 8
Byalitdet in®ni.

Un probldmen'a pas@@abordAtout au long de cettethdse: la dé®nitionde I' dgali Nous
allonsmontrer danscettesection guelsprobldmegosentestypesdedonrdesn®niesdu point
devuedel' dgali#, et on montreraunemaniéreparticulidremenbien adapée# pourles
résoudreDe plus, celanousconduiraddéveloppemunenouvellenotion de type donrdesavec
dgali|é, qui estrelidfortementécelle detypequotient.

8.1 L'dgalitdde Leibnitz.

Dé®nition8.1. L' dgalide Leibnitz estdd®niepar

La propositionsuivanteet soncorollairemontrentquel’ dgaliéde Leibnitz estessentiellement
relidedla -équivalence.

Proposition8.2. Pour touteinterprétationclassique ,ona:
si etseulemensi
Corollaire8.3. Pour uneinterprétation , ona:

implique

Démonstration La propositiondécouledufait quel'on a dé®nitouteslesnotionsd'interpréta-
tionssurle -calcul quotien@parla -équivalencePourddmontrerle corollaire,il suf®tde

montrerquepourtouteinterprédtation implique . Supposons
On choisitalorsuneinterprétationclassique  qui coBncideavec pourlinterprétationdes
termeslogiques.Parle lemmede conservationpn obtient , d'odle rdsultaten

appliguanta proposition.
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Nousallonsmontrerquel' dgaliddeLeibnitzneconvientpaspourlestypesdedonrdesin®nies.

Intuitivement,!' dgaliénaturellesurles Admentsd'un type de donrdesestla -Aquivalence.
Eneffet, c'estenutilisantla -@quivalenceuel'on aprouvAtouslesrésultatsurlestypesde
donrdes(cf chapitre5).

Plusprécisdment,considdronsle typesuivant:

C'est le plus simple destypesde donrdesin®nies En appliquanties résultatsdu chapitre5,
on montrequepourtouteinterpmtation tel que ,ona implique

. Dongc, ce type ne contientqu'un seul Aldment,ce que I' dgalidevrait
permettrede ddmontrer

Considdronsdeuxconstantefogiques et véri®anies@équations et .On
obtientsangprobldme et . Or, cesdeuxtermesne
sontpas -équivalentsOnadonc:

On ne peutdoncpasprouverquele type  ne contientqu'un seul dldmentpour ' dgalidde
Leibnitz, ce qui montrequel' dgalidde Leibnitz ne convientpaspour les typesde donrées
in®nies.

8.2 Probldmede ' AgalitAsur lesdonndesin®nies.

Nous allons montrer une propositionplus forte qui exprime l'impossibilitd de dé®nir une
dgalid2gdrdrale°qui correspondécequel'on veut.

Une dgaliestdd®niepar uneformule dontlesseulesvariableslibressont et . Le
fait quel' dgalidsoit agdrérale®signi®equ'elle estinddpendantele la dd®nitiondestypesde
donrdes.Cequel'on peutexprimerendisantqu'elle n'utilise aucunconstructeudestypesde
donrées.

Or, pourquecettedgaliéconvienneijl faudraitpouvoirprouver sansutiliser aucunaxiomeou
@équationgue . Or, on prouvela propridsuivante

Proposition8.4. Si estuneformule okles seulesvariableslibressont et , et odla
constante n'apparabtpas,alorssil'on prouve sansutiliser
aucunaxiomeou Agquation,on prouveaussi

Démonstration Supposons . En rempld@&nt tousles termes
de la forme par dansla preuve(cette substitutionest possiblecar on n'utilise aucun
axiomeou équation.)pn obtientunepreuvede avec

. Or, en utilisant la rédgle du plus grandpoint ®xe,on
prouvesansprobldme .D'oiA

Pourlestypesde donrdes®nies celane poseaucunprobldme.En effet, les dldmentsdu type sontalorsdes
termesnormalisablepourlesquelda -équivalenceoBncideavecla -dquivalence.
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Ceciprouvebien quel'on ne peutpasdé®nird' dgalidgdréralequi permettente ddmontrer
queletype n'aqu'unseulddment.

Enfait I' dgalidquel'on veutdé®nirestcaracérisdeparla notionsuivante

Dd®nition8.5. Unerelation dé®nit' dgalidintentionnellgourletype  sietseulement
sipourtoutmoddle  intentionnelpour , onapourtoutddment et dutype

si etseulemensi

Onvientdemontrerquel'on nepouvaitpasdé®nirunedgalidéintentionnellepourtouslestypes
de donrdesin®nies.Mais commentdd®nirl' dgalié intentionnellepour un type de donrdes
in®niegarticulier?

8.3 Le schAmade coBnduction.

La solutionhabituelleéce probldmeestle sctdmade coBnductiomui dé®nitl' dgalidcommela
plusgranderelatlonclosepourIes destructeursiu type.Pourle type  prédaddentce schdma
s'dcrit (avec véri®ant' dquation ):

Cetteformule, qui estuniversellementrai, peutalors étre utilisée commedé®nitionde I' Aga-
litdsurle type

Prenonsin exempleplusconcret le schdmade coBnductiorsurlesstreamsi'objetsdetype
Notons ['dgalidsurle type .Nousutiliserons et  véri®ant
et . On peutalorsconsiddrerla formule dgalea:

Proposition8.6. Si  dé®nit' dgalidintentionnellgourletype ,alorsle sclmadecoBnduc-
tion dé®nit’' égali®intentionnellesur le type

Démonstration Choisissonsinmodédle  intentionnelpourle typestreametdeuxtermes et

ddmentsiutype . Montronsd'abordque entraéne

Onchoisitla -Aquivalencg@ourinterprdter . Ontrouvealors
. ResteAmontrer:
Onchoisitdoncdeuxddments et dutype telque , etil fautmontrer
et . Or, parle corollaire5.8ontrouvedestermes
telque et . @tantintentionnebpour , il estsyntaxiquement
intentionnel(thdodme5.18). On a donc et . On en déduit
et . Or et , Ce qui implique

et
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ResteAmontredaréciproqueg'estédireque entrane
Supposons .Ontrouvedoncunerelation telque ettel
que :
Il sufdtalorsdemontrequepourtoustermes et ddmentdutype ,ona implique
. On montrecelapar inductionsur la dé®nitionde (cf appendiceA). On a bien
implique . Supposongjue implique , choisissongdeux
termes et Aldmentsdutype . Commeprédcddemmenpar le corollaire’5.8, on trouve
destermes tel que et . Or, par hypothdsesur
, on endéduit et :
D'oé (caret  dé®nitl' Agalidintentionnellepour le type ) et
(hypothésed'induction). En utilisantles dquationspn trouvealors
et . Finalement,on en déduit en utilisant le fait que  est

syntaxiquemernintentionnelpourle type  (thdoMme5.18).

On pourraitmontrerun tel rdsultatpour tous les typesde donrdesdé®nispar la méthodedu
chapitres. Le schdmade coBnductiomstdoncunesolutionadmissibleEnrevancheil présente
certainescaracéristiquesqui montrentqu'il n'est pasvraimentnatureldansnotre sysémede

type:

Pourtout type utilisant plus d'un constructeyron doit utiliser les destructeurslu type
pourdcrirele schdmade coBnductionCecibrisela similaritdentretypesde donrdes®nies
ettypesdedonrdesin®nies.

Pour tout moddle , le schdmade coBnduction  surle type  v&i®e:
. Ceciimplique que la transitivitd ne peut pas étre prouvée
sousla forme: , maisdoit &tredcrite

(Ceprobldmen'appardipasdandessysémesietypeutilisantdesquanti®cateutsornés)

8.4 Uneautreapproche.

Nousallonsprésenteun autretype dedéd®nitiondel' dgalidutilisantdespoints®xesL'id dede
cettedd®nitionestla m@mequecelle qui a conduitdla dé®nitiondestypesdedonrées.

On peut par exemplepartir de la dé®nitionde I' Agalisur les entierscommela plus petite
relation telquel'on ait et . Celapeuts'écrire:

Dela mdmemaniérequepourlesentiers on peutécrirecettedd®nitionenutilisantun pluspetit
point®xe.On obtientalors:

En utilisantun plus grandpoint ®xe,on obtientla formule suivantepour|' dgaliddesstreams

O
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On peutgdndralisercette dd®nitiondtous les typesde donrdesconstruitsdansle chapitre5.
La formule dé®nissant dgalidsuruntype s'obtientenrempld@ntlesvariablesde prédicat
unairepardesvariablesde prédicatbinairedansla formule dé®nissarie type . Enreprenant
lesnotationsdela sections.4,etensupposanguel’'on adéjadéd®nilesdgaliés sur
lestypes intervenantansla dé®nitiondutype , on dé®nitl' dgalidsurcetypede
la maniéresuivante:

Onsedonne variablesde prédicatsd'arité : . Pourchaqueconstructeur
daritd , ondd®nituneformule  dela man#éresuivante

avec Si et Si

On dé®nitalorslesformulessuivantegparrécurrence

Onpose:
Pour avec , ONPOSE:
Pour avec , ONPOSE;
Laformule qui dé®nitl' dgalidsurle type estalors:
La formule dé®nissani dgaliéet la formule dé®nissanle type lui-mdmesont

relidesparlesproprididssuivantes

Cesproprid@smontrentque dé®nitunerelationd' dquivalenceurles dldmentslutype

et sontlaissesau lecteur Nousallonsplutdt nousintéresseaux propridés smantiquesle
cesformules.En fait, nousallons montrerque cettedé®nitionde I' Agalidestnon seulement
intentionnellemaisquel’'on aaussiun trésfort contdle surlestermesextraitsd'une preuvede
I' dgali On exprimecelaautraversde la dé®nitionsuivante

Dé®nition8.7. Une relation dé®nitune dgalithautonomesur le type , si pourtout
moddleintentionnelpour  etpourtouteinterprdtation coBncidanavec  surlestermesdu
premierordre,ona:

SSi et



92 CHAPITRES. BGALITAET INFINI.

Proposition8.8. Silesformules dé®nissentesdgalidsautonomegresp intention-
nelles)pour lestypes ,alors  dé®nitunedgalidautonomeresp.intentionnelle)
surle type

Démonstration Cettepreuveestquasimenidentiquedla preuvedu thdodme5.17.Ceciest
duedla similaritdentrelesformules et . D&®nissonksensemblesuivants

si
Si
Si et
Si et
En utilisantunepreuveanaloguedcelle dulemme5.6,0n obtient:
Ssi
De la mdmemaniére,on dé®nitaussi:
ssiil existeunentier etdestermes : :
tel que
+
+
+ ( n'étantpaslibre dans )
+ Pourtout , si (type dAAdAR®NI),
+ Pourtout , si (parandtreinductif),
Si et
si et
ParunepreuveanalogueAcelle dulemme5.10,0n prouve:
Ssi
On prouveaussiun rédsultatanalogueaulemme5.12.c'est ddire :
Ssi
Enutilisantl'hypothdsequelesrelations déd®nissendesdgalidsautonomesurles
types , onobtientl'analoguedu lemme5.16:
Ssi et

En mettantbout About toutesces@quivalenceset en supposantiueles relations
dé®nissendesdgalidsautonomesurlestypes , onobtient:

SSi et
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Cequi correspongila dé®nitionde? dé®nitunedgalidautonomepour °.
Onmontreaussidemanéresimilairequesi déd®nissendesdgaliésintentionnelles
surlestypes , onobtient:

Ssi et
D'od I'on déduit que si dé®nissentes dgaliés intentionnellessur les types

,  dé®nitunedgalidintentionnellgoour

8.5 Typesde donndesavecdgalitd

Cettenotion d' dgalidautonomeesttrdsvoisinede la notion de type de donrées En fait, une
telle notionpeutdtreutiliséedirectemenpourextrairedesprogrammesanaitiliserla dé®nition
dutype elle-mdme.(On utilise la formule enlieu etplacede ). Onvamaintenant
gdndralisercettenotionet |'utiliser pourprogrammer

DA®nition8.9. On dira qu'un moddle  estintentionnelpour un type de donrée avecéga-
lit Add®niparuneformule Adeuxvariabledibres (dupremierordre)sietseulement
Si pourtouteinterpmdtationpleine coBncidanavec surlestermesdu premierordre,ona:

si etseulemensi et

Commertbnsparmontrerlesproprid@dssuivantes

Proposition8.10. Si  estsyntaxiquemerittentionnelpour le typede donrées , ainsi que
pour les typesde donmdesavec@galitd , alors estintentionnelpour le type
construitdansla sectionpréaddente.

Dédmonstration La preuve,commela proposition,sont quasimentidentiquesé celle de la
proposition8.8.La seulediffdrenceestque,sousleshypotdsesjue sontdestypes
dedonrdesavecdgaliddansle moddle ,etque estsyntaxiquemerintentionnelpourun
typededonrdes , onabesoindeprouverseulement

Ssi et
Cequi neposepasdeprobldme.

Proposition8.11. Sile modéle  estintentionnelpour le typede donrdesavecégalith
alorsil estintentionnelpour le typededonmdes

Démonstration Soitunmoddle  intentionnelpour le type de donrdesavecdgalitd
Choisissonaune interpmtation coBncidantavec  sur les termesdu premier ordre. Par
dé®nitionpona:

si etseulemensi et

Cequi corresponaxactemengla dé®nitions.2.
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La dé®nitionde type de donrdesavecégalidn'imposepasquela relation corresponde
Ala -équivalenceC'estédire que n'estpasnécessairemeninedgali@intentionnelle
pourle type

Le type correspondioncplutdt au quotientdu type parla relation .En
effet, considdronslesdéd®nitionssuivantes

Dd®nition8.12. Sile moddle  estintentionnelpourle type de donrdesavecégalidé :
on dé®nitl'ensembledes Admentsdu type dansle moddle  quel'on note  , comme
I'ensembledestermesdu -calcul véri®ant

Autrementdit, ona

Dé®nition8.13. Souslesm@mesconditions on dd®nitl' dgalidsurletype ,node  par:

SSi

La propositionsuivantemontrealorsquesi I'on extraitlesprogrammesion plusdela preuve
de totalitA de la fonction, mais de la preuvede sa compatibilidavecla relation, le type
correspondiuquotientde parlarelation

Proposition8.14. Considdons un langagecompenantun symbolede fonctionn-aire ~ satis-
faisantunensemblel' dquations . Considonsunterme telque:

Alors, si 'on considde un modfle  intentionnelpour les types de donrdesavec éga-

lité et ,ainsique termes ddmentgespectifglestypes
alors estun dédmentdutype et (CeC|S|gn|®e
gue estbienuntermecalculantla fonction ).
De plus, cettefonction estcompatibleaveclesrelations et . C'estédire que
l'on a:

implique

Démonstration Considdronsuneinterprtationpleine coBncidanavec  surlestermesdu
premierordre.Parle lemmede conservatior{3.14),on trouve:

Considdronsdestermes tel quepour ,
. Pardé®nitionde'interprétation,ontrouve:

Cequidonne:
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Or,  dtantintentionnelpour , ontrouve

et

Cequiimplique et

Nous remarquongjue I'on n,apaseu besoind'imposer éla relation de dé®nirune
relationd' dquivalenceartielle. N@éanmoinscelaestnécessairsi I'on veutquelarelation
soitunerelationd' @quivalencesur  , bienquecelan'interviennepasdandapreuveci-dessus.

8.6 D@A®nitiondestypesquotients.

Nousavonsvu quelestypesdedonrdesavecdgalidcorrespondaihdesquotients Nousallons
voir maintenantommente connecteurestriction(cf appendiceC) permetdedéd®nim'importe
quelquotientd'un type dedonrdes.On exprimecelaparla propositionsuivante:

Proposition8.15. Si  estun modéle intentionnelpour le type , et si estunefor-
mule sansvariable de prédicatlibre, alors  estintentionnelpour le type de donmesavec
Agalitd dé®nipar

Dédmonstration Choisissonsinmodéleintentionnepourletype etune -interprétation
(interprdtationstandarcpourla smantiqueitendue) coBncidanavec  surlestermes
du premierordre. Pardé®nitionde l'interprétation,on a si etseule-
mentsi et .Or, n'ayantpasdevariable

deprédicatlibre, et coincidanavec  surlestermesdu premierordre,ceciestédquivalent
a

Donc, dtantintentionnepourletype , ontrouve sietseulement
Si : et . Or, par dé®nitionde
linterprétationclassiquececiestédquivalenth et

Léencore|l fautremarquequel’on ne dé®nitréellementun type quotientque i est
unerelationd' dquivalencesur le type , bienquel'on n'utilise pascettehypothdsedansla
preuveprdaddenteDe plus,dansla pratique on simpli®elespreuvessi implique ,
hypothésesouvenindcessair@our prouverla compatibilid'une fonction.

On va maintenantexaminerun ou deux exemplesde types quotients.On peut dé®nir les

entiersrelatifs commeun quotientsur les couplesd'entiersnaturels.Pour cela,on utilise le

type dé®niau chapitre?2 ainsi que le type produit d'objet de type et , dé®nitpar

( dtantuneconstantelefonction

binaire).On utilise aussilesconstanteslefonctions , et tel que ,

: et . On

considdreaussi' dgalidé dé®nieparl' dgaliddeLeibnitz.On peutalorsdé®nire typedes
entiersrelatifspar
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Supposonsjuel'on adédjdobtenulestermessuivants

|l estalorsfacile d'obtenirle programmesuivantpourl'addition desentiersrelatifs, dé®nitpar
I' quation ;

avec

En fait, pour rdalisercettepreuve,on se placesousle contexte :
De ce contexte on déduitd'une part et (formulessanscontenualgorithmique
ok , d'ol'on
déduit en utilisant la commutativité et I'associativié de I'addition.
D'autre part,on obtient et d'odl'on déduit:

Onobtientalorsle rdsultatvoulu enutilisantl'introduction du connecteurestriction.



Conclusion

Notreproposétaitd' étendrde syséme  , a®ndepermettrd'utilisation detypesdedonrdes
in®nies.Dansquelle mesureavons-nous@ussi? Pourrdpondred cettequestion,nousallons

analysenosrésultatsledeuxpointsdevue: lesrédsultatshdoriquegdrdraux etceuxconcernant
la programmatioret lestypesde donndes.

Les rdsultatsg@néraux.

Nous avonstout d'abord prouverla viabilitdde notre syséme,grédceau lemmede réduction
qui assurda préservatiordu type pendanta réduction et grdceaulemmede conservatiomui

prouvela correctionde la notion sBmantiqued'interprétation.De plus, I'appendiceB montre
quecetteextensiorestbienconservativeparrapportdla logiqueintuitionnistedu seconcrdre.

Ainsi nousrestonsavecun sysémeconstruitau-dessudela logiquedu secondordrequel'on
peutdtudierenutilisantles m@émesoutils quepour

Une questlonqw seposepourtout sys#émede type. concernd' dtudede la normalisatiordes
termestypés. Commeprdvu,on n'a aucunepropridéde normalisatiorforte ou faible, puisque
I'un desbutsdu sys#émeestjustemenide pouvoir typer destermesnon-normalisables\otre
dtudea doncéédcentdesurla rédsolubilidetla -résolubiliddestermesypds(cf appendiced

pourlesdé®nitions).

Dansle casdu sys#émen'utilisant quele plusgrandpoint®xe,on a prouvdquesi I'on n'utilise
pasdeformulesdelaforme — T ok estlavariablelaplusédroitedans (parexemple
), alorstouslestermestypdssontbien -résolubles.

Parcontre,le plus petit point ®xeposeun probldmeplus important,du fait d'une interaction
aveda dé®nitiordu fauxpar enlogiquedu seconardre.Onandanmoinsdussiéobtenir
uneconditionsdmantiqueyui assurda -rédsolubiliddestermesypds,quel'on peutinterprdter
commel'interdiction d'utiliser I'absurdesoustoutessesformes(on dé®nitainsi, en quelque
sorte la logigueminimaledu secondordre).

A quel point cesrdésultatssont-ils ddpendantsiu choix de nosrégles? On auraitpu choisir
desrdglesn'utilisant pasde combinateude point®xepourle connecteur (cegenrederdgles
permetde dé®nirun sys#éme fortementnormalisableavectypesinductifs). Mais il semble
dif®ciledetrouverdesréglesanaloguegourle plusgrandpoint®xe.ll estpourtantsouhaitable
detraiterlesdeuxconnecteurs et demanidresimilaire.

On peutsedemandes'il estpossiblede trouverun sysémeoiplus grandet plus petit point
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®xesonttraitdsuniformdment et tel qu'uneconditionplussimpleassurda -résolubiliddes
termestypés.

Typesde donndeset programmation.

Toutefois,cesprobldmesn'interviennentpasdansla justi®cationde la méthodede program-
mation,qui reposeentidremensurla notionsémantiquede type de donrdes L'extensionde la
dé®nitionde Krivine fonctionneparfaitementet chaquedldmentd'un type de donrdesin®nies
trouvebienuneuniquerepmsentatiompourla -Aquivalence.

Ce résultatsur les typesde donrdespermetde montrerquel'on extrait bien un programme
correctépartir d'une preuvedetotalitdd'une fonctiondé®niepar desédquations.

De plus,lesdeuxexemplesd'utilisation montrentquel'on peutréellementitiliser cestypesde
donrdesin®niesfout en mettanten dvidencede nouveauxconcepts

Le premierconcerndestypesde donrdesutilisantles deuxpoints®xesLe crible d'Era-
tostrdnefait naturellemenappardtrele type deslistesin®niesde et comprenant
toujoursunein®nidde (pourexprimer'existenced'unein®niddenombregpremiers).
Cestypesde donréessont-ilsde simplesanecdotesu peuvent-ilsétred'une utilit Aplus
gdnérale?

Le deuxémeconcepimportantrédvldpar!'utilisation destypesde donrdesin®niesgst
celuidu constructeumuet.Nousavonsmontmiquel'ajout d'un constructeutnaire,que
l'on effacedla lecturedu rédsultat permetde dé®nirunerepmsentatiomon-standardes
typesdedonrées autorisanta programmationletoutedesfonctionsrécursivesséparant
ainsipreuvedeterminaisoretextractiondeprogramme.

De plus,on pourraitvoir etimplédmentececonstructeumuetcommeuneunitddetemps.
Lesprogrammesitilisantle constructeumuetseraientilorsaussef®cacesguelesautres.

On peut aussise demandemuel classed'algorithmesl'on peut programmeren utili-
santcetteméthode(ll estfacile de voir que cetteméthodepermetde programmerdes
algorithmedgelsquele 2ou paraléle®).

L'utilisation destypesde donrdesavecégaliintroduitedans!'appendice8, estuneautrevoix
prometteusel estpossibledeles utiliser pour obtenirdesreprdsentationslestypesquotients.
Ainsi, la notion de type de donrdesavec égali#d, appliqude & destypesin®nies,permetau
moinsthdoriquementle rep@dsentedansnotre sysémedesobjetsmattdmatiquesomplexes,
tels les nombresréels. Peut-onobtenir desrepmsentationsnformatiquementaisonnablesle
cesnotions?



AnnexeA

Termes -résolubleset -@quivalence.

On introduit, danscet appendiceles deux notionsessentiellesle -calcul pur utiliséesdans
cettethdse Onsupposejuele lecteurestddi@familier avedesnotionsde , et -dquivalence.

Dé®nitionA.1 -dquivalence.La -équivalenceestdd®nieenintroduisania famille derela-
tionsd' dquivalence v&ri®ant

pourtoustermes et .

si et seulemensi - est@quivalentdil existe termes
tel que - et pourtout ,

La -éguivalencesstalorslintersectiondetouteslesrelations

De médme,ondé®nitla  -équivalencenrempld@antdansla dé®nitionci-dessus  par
Voici quelquesdésultatssurla -équivalencéquel'on trouveradang[1]) :
Touslestermesnonrésolublesont -dquivalentet  -dquivalents.

Restreintauxtermesormalisableda -équivalencetla -équivalenceontidentiques,
demé@mepourla -@quivalenceetla -@quivalence.

La -équivalenceorresponcexactementl' dgaliddesarbresde B&hm. On en déduit

que deuxtermessont -@quivalentssi et seulemens'ils ne sont passéparablef et

sontsparablessi et seulemensi il existe une substitution et un terme tel que
et ).

La -équivalencgasseucontexte.

DA®nitionA.2 Termes -résolubles.La notiondetermes -rédsoluble®stdd®nieenintrodui-
santla famille d'ensemblesletermes véri®ant:

sietseulemens'il existe termes telque
etpourtout ,
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L'ensembledestermes -rédsoluble®stalorsdé®nicommel'intersectiondetouslesensembles

Onremarquerguelestermes -résolublesontlestermesqui n'ont pasde2bottom® dansleur
arbrede B&hm.

La proprid@importantedela -résolubilidestla compatibilidavecla -équivalencéqui se
déduitdela compatibilidavecla -équivalence)si et sont -équivalents, est -résoluble
sietseulemensi I'est aussi.



AnnexeB

Codagedespoints ®xes.

Nous allons montrer dans cet appendicegue les points ®xesn'ajoutent rien & la logique

intuitionnistedu secondordre. Plus précisAment,on va prouverque le codageusuelet bien

connudes plus petits et plus grandspoints ®xesen logique du secondordre est dquivalent
aux connecteurs et . Ceciimplique que d'un point de vue logique,l'extensionque nous

proposongstconservativeSonseulintédét estdoncl'optimisation du contenualgorithmique
desprogrammes.

Un autreintéwét de cet appendiceestla justi®catiorde la dé®nitiond'occurrencevisiblement
positiveou négative En effet, on montrerala correctionde cesrdglesen seramenantéun cas
plus simple (cf lemmeB.5). La complexitde cettepreuvemontrant!’ &conomiequel'on fait
auniveaudu termeextrait,en utilisantnosréglesde points®xes.

Oncommencearintroduireun certainnombrede notationgpourla logiquedu secondordre:

Notation: On notera la logique intuitionnistedu secondordre (la logique sous-jacente
A ), etonnotera notreextensioravecpoint ®xe(la logiquesous-jacented ). On
notera un séqueniprouvddansla logique .

Notation: Ondé®nitia conjonction)a disjonction)' dquivalencea quanti®catioexistentielle,
linclusion, etl' galidela maniéresuivante:

Dande casdesvariable Jasimpli®cation —permettral’ &crire pour —

Le lecteurvéri®eraaisAmentquecesdd®nitionsionnenies connecteursisuels.

Notation: De plus,onintroduitlesdeuxnotationssuivantes
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Dd®nitionB.1. Dd®nissonparinduction,latraduction suivantequi associghchaque
formulede uneformulede (sans et ):

Le fait que notre extensiomn'ajoute rien Ala logique du secondordre s'exprimealorspar la
propositionsuivante:

PropositionB.2. Pourtouteformule ettoutcontexte (dusys#meavecpoint®xepna :

si etseulemensi

De cetteproposition,on déduitle corollairesuivant:

Corollaire B.3. Notre sys#meest une extensionconservativede la logique intuitionnistedu
secondrdre. C'estAdire quepourtoutcontexte ettouteformule de ,ona:

si etseulemensi

Démonstration Le corollairedécoulede la propositionB.2 car et si et
n'utilisent pasles points®xes.

A®ndeprouverla propositionB.2, prouvonsd'abordquelquedemmes

LemmeB.4. Si  n'a que desoccurencespositivesdans , on peut prouver les sdquents
suivantdans

1.

2. - - - -

3. - - - -
Démonstration Montronsquechacurde cesséquentsestvrai :

1. La preuveestfacile ettrésclassiqueil suf®tdemontrerparinductionsurla structurede
laformule quesi n'aquedesoccurrencepositives(resp.négativesyans , ona

(resp. ). Cecinepose
aucunprobldme.

2. Montronsd'abordle sensdroite-gauchele ' dquivalenceNotons - .
Sousles hypothdses @, et — — (i), 1l faut montrer —. Or, par
dé®nitionde , de (i), on déduit — - = — .Donc, n'ayantquedes
occurrencepositivesdans , onobtient — . Finalementpn obtient

enutilisant(i), puisle résultatcherciavec(ii).

Pourle sengjauche-droitesupposons ~— .Enappliquante senglroite-gauchet
car n'aguedesoccurrencepositivesdans , onobtient -
.D'oé , ensubstituant — A dans - .
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3. La preuveestsimilaire au caspréaddent,on prouved'abord le sensgauche-droitepuis
onenddéduitla réciproque.

LemmeB.5. Si  estvisiblemenndgativedans , alorsil existeuneformule oéla variable
n'estpaslibre,tel que:

DemdmeSi estvisiblemenpositivedans , alorsil existeuneformule o#la variable
n'estpaslibre,tel que:

Dédmonstration Montronsd'abordle casoé  estvisiblementpositivedans . Pardé®nition,
onestdansl'un descassuivants

~ doncavec —  ,onabien

,  @tantvisiblementpositivedans et sansoccurrencedans . Par
hypottésed'induction, on trouve uneformule  tel que - Al

suf®tdoncde prendre eton obtientle rédsultatvoulu.
, avec et visiblementpositivedans . Parhypothésed'induction,
ontrouveuneformule telque - . Or, onapourtoutesformules
et , nonlibredans implique . Doncil suf®tde
prendre

Montronsmaintenante casodh  estvisiblementndgativedans

,  étantvisiblementndgativedans et sansoccurrencedans . Par
hypottésed'induction, on trouve uneformule  tel que -
suf®tdoncde prendre etonobtientle r@dsultatvoulu.

- , @tantsansoccurrencelans . Il suf®tdeprendre -

etl'on obtient

, avec et visiblementpositivedans . Parhypothésed'induction,

ontrouveuneformule telque — . Or,onapourtoutesformules

et , nonlibredans implique .Doncil suf®tde
prendre

LemmeB.6. Si ,daritd n'aquedesoccurencegositivesians etestvisiblemenhdgative
(resp.positive)dans ,ona:

- —  (resp. )
Démonstration Commeronsparle casdu plusgrandp0|nt®xe Enutilisantle lemmeB.5,0n
trouve od n'estpaslibre ettel que — .l suf®tdeprouver:
Supposons - - . Onendéduit — - (en

substituant = & ). Donc,on obtient - - , D'0
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Le casdu plus petit point ®xeseddmontrede maniéreanalogue.

LemmeB.7. Lesdeuxdquivalencesuivantesontprouvablesdansnotre syséme:

Dédmonstration Cesdeuxéquivalenceseddmontrensangprobldmeavecnosréglesde points
®xes

~ implique

Et doncimplique - car — - — ~ découledela
factorisatiordu point®xe.

~ seddmontreenutilisantla rédgledu plus
petit point ®xe, Apartir de

Pourddmontrercetteformule,ondoit montrer ~ sousleshypottésessuivantes

1. - -
2. —
3. - -
Delet3ondédduit ~.Or, n'ayantquedesoccurrencepositivesdans onen
déduit — — 7. Puis,par2onobtient — 7, puis,
~enutilisant3.

Le casdu plusgrandpoint ®xeseddmontrede maniéreanalogue.

On peutmaintenantidmontrera propositionB.2:

Démonstration Pourle sensgauche-droitg implique ), on prouvele
résultatparinductionsurla preuvede . Enfait, la seulechosedfaire, estde montrer
queles rdglesde points®xessontcorrectespour le codagedespoints ®xesutilisddansnotre
traduction Or, la factorisatioret le développementespoints®xescorresponderauxcas?2 et
3 dulemmeB.4, etlesrdglesdu plus petit et du plus grandpoint ®xecorresponderdulemme
B.6.

Pourle sensdroite-gauchell fautremarqueque implique . 1l suf®t
doncde prouverque pourtouteformule . On montrecelaparinductionsur
la structuredelaformule . Le seulcasnontrivial étantle casdespoints®xesgui découledu
lemmeB.7.
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Omissionde contenualgorithmique.

Dansbeaucouplecas lesprogrammesxtraitssontinef®cacesarcertainepartiesdela preuve
n'ont pasréellementlecontentalgorithmiquemaissontpourtant éduitesPourtenterdepallier

Ace défaut,nousallonsajouterde nouveauxconnecteurslontles réglesomettente contenue
algorithmiqued'une partiedela preuve.

C.1 Extensiondela syntaxe.

Pourgdrerl'omissiondecontenwalgorithmiquepnvareprendrdid dedu connecteurestriction
deMichel Parigot[22]. Entoutpremierlieu, il estnécessaire'utiliser deuxtypesde séquents

desséquentdogiques c'est Adire sansaucunendicationalgorithmiquegdela forme:

dessAquentsalgorithmiquesdela forme:

Onremarquerda prédsencgossibled'hypothdsedogiquesdansle contexteg(lesformules

)-

On ajoutedla logiqueun connecteubinairequel'on notera . Ceconnecteuestlogique-
ment@quivalentAune conjonction,mais qui ne conserveque le contenualgorithmiquede la
formule

Onverraqu'il estaussiutile d'ajouter uneimplication sanscontenualgorithmique,quel'on
notera . Ceconnecteuexprimequel'on n'a pasbesoindu contenualgorithmiquedela
preuvede pourdéduire

Si estuncontextealgorithmiquepnnotera le contexte
logiqueassodd:

On a aussibesoinde considdrerunterme du -calcul ne serdduisanpas.On dé®nitdonc
commeune -variablequel'on nedéclarergamaisdansun contexte.
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Lesrdglessontalorsétenduesiela manévesuivante:

Les réglessur les sAquentdogiquessontles rdglesusuellesde la logique classiquedu
secondrdre,sachangjuele connecteur estuneconjonctionetquelesdeuxconnecteurs
et sontdesimplicationsobdissanbuxmémesrégles.

Pourles séquentsalgorithmiquesles anciensconnecteursonservenkesrédglesguel'on
a introduitesau chapitre2, tandisqueles nouveauxconnecteursitilisent les réglesqui
suivent.

introductionde

introductiondela restriction:

dliminationdela restriction:

introductionde

dliminationde

PropositionC.1. Lelemme2.1(subjecteductionyestevalideenprésencelesnouvelleségles.

Démonstration La preuven'estpastrdsdiffédrente On reprend'induction surla construction
dela preuve:

Siladernérerdgleesti'une desrdglesoriginalesdl'exceptiondelardgle  (Alimination
del'implication), la preuveresteinchangde.

Pourlesrégles , , et ,I'hypothdsedinductionappliqudedla prémissedonnele
résultatvoulu.

Le casdelardgle neseprésentgascar neserdduitpas.
Celuidelardgle nonpluscarsaconclusiorestun séquentogique.

Pourle casde  (dliminationde l'implication), il faut étudiercommenton dlimineles
occurrencedesrédgles , , et quipourraiensdparetintroductionetl' dimination
del'implication. En fait, cesrdglessonttraitdescommeles rdglesde quanti®cationEn
effet, ellespermutenbienaveclesrégles , , , et (dgquationsgdédveloppement
et factorisationdespoints ®xes).De plus, commepour les rdglesde quanti®cationpn
peutdlimineruneintroductionsuivied'une dliminationsansprobldme.
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C.2 Extensiondela sAmantique.

Pourdtendrea sémantiquejl suf®tde considdrerqu'dtoute -interprdtation estassoaun
moddleclassique  coBincidanavec surlestermesogiques.Ainsi, on donnela dé®nition
suivante

Dé®nitionC.2. Onappellera -interp@tationuncouple ol estune -interprétation
et estun modéleclassiquesogncidanavec surlestermedogiques.

Pourtoute -interpmtation , on dé®nitsimultardment et parinduction
surla constructiordela formule

estdd®niedemaniéreusuellesachantjuel'interprétationclassiquele estcelle
d'une conjonctiontandisquelinterpr@tationclassiquede estcelled'uneimplication.

estdd®nieparinductioncommedansle chapitre , si le connecteuextérieurde
estl'un desanciensonnecteurs.

Si , sinon
Si , sinon
Onremarquejuela satisfaction estinddpendanteel'interprétation  , tandisque
subitl'in uence dela satisfactiortlassique autraversdesnouveauxonnecteurs.

Onprouvealorsquela notionsdmantiqued'interprétation ainsi étenduerestecorrecte:

PropositionC.3. Lelemmedeconservatiomestevalidesousla formesuivante Pourtoute -

interprétation , Sil'on prouve , Si

pour etsi pour ,alorsona -

Démonstration LéencoreJa preuvechangepeu.On utilise en premierlieu la correctionde

la sBmantiqueclassique sil'on prouve alors,pourtout moddle classique
pour implique (lesnouveauxconnecteursie changentien &ce

résultat,puisqued'un point de vue logiqueils se comportentcommeune conjonctionet une
implication).

Choisissonsine -interprdtation véri®anteshypothéseglela proposition Onprouve
alorsle résultalparinductionsurla constructiordela dérivationenexaminanta derniédrerdgle
appliguée.Dansle casdesancienneségles)a preuveresteinchangde.Pourlesnouvellegdgles,
onestdansl'un descassuivantgon notera ):

Sila dernéreappliqguéeestlintroduction de

Il nepeuty avoirdemoddleclassique satisfaisante contexte  (sinonaurait
. La propositionestdoncvrai caron ne peutpassatisfaird'hypothése.

Sila dernéreappliquéeestl'introduction dela restriction:
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- et . Par

En appliquantl'hypothdsed'induction, on trouve
dé®nitionde l'interprdtationdu connecteur, ontrouvebien

dliminationdela restriction:

Par hypotidse d'induction, on trouve — ~ . Puis, par dé®nitionde
linterprétationdu connecteurestriction,onendédduit — ~ et

introductionde

Si , I'hypothdsed'induction donne — — . D'odle résultatpar
dé®nitionde l'interprétation.Sinon,on a -

dliminationde

Par hypotidsed'induction, on trouve — — et . Donc, en
appliqguania dé®nitionde l'interprétationon trouve -

C.3 Dé&®nitionet utilisation dessous-types.

On peututiliser le connecteurestrictionpour dd®nirdessous-typesOn exprimecelapar la
propositionsuivante:

PropositionC.4. Si  estunmoddleintentionnepourle type etsi estuneformulesans
variablede prédicatlibre ( ainsiqued'autresvariablesdu premierordre peuvenapparate
dans ),alors estintentionnelpourle type

Dédmonstration Choisissonsinmodédleintentionnepourletype etune -interprétation
(interprdtationstandarcpourla sémantiqueitendue) coBncidanavec  surlestermes
du premierordre.Pardé®nitionde l'interprétation,on a si et seulemensi

et .Or, n'ayantpasde variablede prédicatlibre, et
coBncidanavec  surlestermesdu premierordre,ceciestédquivalenté

Donc,enappliquantefaitque  estintentionnepourletype ,ontrouve
si et seulementi : et . Or, par dé®nitionde
linterprétationclassiquececiestédquivalentd et

Onvamontrerun exempled'utilisation simplequi meten dvidencda nécess@édu connecteur
. On considdre le type desentiers dé®nitau chapitre , ainsi que la formule
dé®niepar . On considdre aussiun symbolede fonction  tel que
. Lafonction estdoncunefonctionpartiellepourle préddcesseur

Onvachercheunterme telque:
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Pourcela,onsupposeuel’'on a . Enappliquantesréglesd' dliminationde
la restriction,du développemendu point ®xeet deI' diminationdu quanti®cateusniverselle,
ontrouve:

Or, on prouvefacilement et
Au total, on obtient:

Maintenant,si on essayede prouverle méme rédsultatsansutiliser le connecteur , on ne
peut plus dériver par induction. Il faut utiliser une formule de la forme
. Ontrouvealors

Or, le premierterme que I'on a obtenuest semblableau terme que I'on obtient pour une
fonction préddcesseutotale(il suf®tderemplacer par ). Parcontre le secondermeest
plus compliqud, on ne peutdoncpasdire quele connecteur suf®sepour omettrele contenu
non-algorithmiquelanscettepreuve.

C.4 L'induction génédralisée.

En utilisantle connecteurestriction,Michel Parigotmontreque pourtoutesformules et
telque dé®nissen typededonrdeset dé®nissein ordrebienfonddsurle type , on
peututiliser la rédglesuivante

Cetterdglepermetd'utiliser le point ®xesansgarderle contenualgorithmiquedela preuvede
décroissancéors desappelsrécursifs.Pourplus de détail sur cetterdgle, sonutilisation et sa
justi®cationsereporterd[22, 17].
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AnnexeD

Index desconventionset notations.

A®ndefaciliterla lecture housallonsdétaillerici lesconvention®tlesnotationautilisdesdans
cettethdse.

Notationd'int &t gdréval
+ :l'ensemblevide.

+ : I'ensembledespartiesdel'ensemble .

I+

: I'ensembledesfonctionsde dans

+ - lintersectiondes@ldmentdde (  Atantunensemblel'ensembles).
+ : larduniondes@dmentsie ( @tantunensembla'ensembles).

+

+

Lestermedogiques(ou termesdu premierordre).

+ Réglegdndrale: toutenminuscule.

+ - lettresminusculesitilis@espourlesvariablesdu premierordre.
+ - lettresminusculesutiliséespour désignerdestermedogiques.

+ : constanteslefonctionset d'individus (notdesengras).

+ : applicationd'une constantelefonction & termedogiques.

+ pour :danse casdesconstantesinaireson omettrasouventiesparentiéses.

+ —ou’ : pourddsigneunvecteurdevariablesou determesiupremierordre Lataille
duvecteurserasouvenimplicite etimposeparle contextg@crire  ~ impliqueque
lataille duvecteur estdgaledl'aritdde ). Deplus,onsupposerguel'on écrit —
ou ~seulemensile vecteur- estcompo®de variablesdistinctes.
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Lesformules.

I+

Réglegdndrale: toutenmajuscule.

+ - lettresmajusculesitiliséespour désignemesvariablesde prédicat.

+ - lettresmajusculesitiliséespour désignemdesformules.

+  :applicationd'une variablede prédicatddestermedogiques.

+ Lesconnecteurstiliséspourconstruirdesformulesserontmnotédsrespectivement:

pourl'implication.
et pourla quanti®catiomniverselle.
~ pourlestypesinductifs.

" pourlestypescoBnductifs.

I+

On emploieraaussies abmviationssuivantes:

: applicationd'une variablede prédicatunairedun termelogique.

pour
pour
pour

+ : utilisationd'uneformule  Aunevariablelibre appliquéeauterme .

+ : substitutiond'une variabledu premierordreparun termelogique.

+ . substitutiond'une variable de prédicatd'aritd par une

formule(ol variablessontdistingudes).

I+

. substitutionphysique(avec capturede variables)d'une
variablede prédicatd'aritd paruneformule(oé variablessontdistingudes).

I+

pour

I+

(resp. ) pour - — — (resp. ) (sortede -
dquivalencesimpli®catrice).

I+

: pourddsignemunevariabled'ordre quelconque.

I+

:assoaded pourddsigneruneexpressiorsubstituabled (  serauntermesi
estunevariabledu premierordreet seradela forme si estune
variablede prédicatd'arit@ ).

Lestermesdu -calcul.

+ Rdéglegdndrale: toutenminusculeenutilisantunepolicede caracéiresstyle®machine
Adcrire'.

I+

: lettresminusculesitiliséespour désignedesvariablesdu -calcul.
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I+

- lettresminusculesutilis@espour désignerdestermesdu  -calcul.

I+

" : pourddsignerun termeassoaAun symbolede fonction (c'est Adire un terme
extraitd'une preuvedetotalithde la fonction ).

+ : abstraction.

+ : application.

+ : substitution.

+ :l'ensembledestermesdu -calcul,quotienépar

+ : 'ensembledesvariablesdu -calcul.
Lessdquents.

+ : ensemble' dquationentretermedogiques.

+ - sil' dquation appartienausyséme .
+ : unséquent.
La sAmantique.
+ :domainedevariationpourlesvariablesde prédicatd'aritd ( ).
+ : domainedevariationpourlesvariablesde prédicatd'aritéd ( ).
+ :uneinterprétation.

+ : substitutiondela valeurd'unevariable dansl'interprétation .

+ - interpmdtationd'un terme(évaleurdans ).

+ . interprtationd'une formule (Avaleurdans ).

+ . la fonction qui & associe , ol\pour chaque
onaoubien estunevariabledu premierordreet , Oubien estune

variablede prédicatet
+ : I'ordre canoniquesur , dé®nipar si et seulemensi
~ pourtout
+ ,  @tantuneinterpmtationclassique.

I+
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